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Resolugao da Prova Modelo de Exame Nacional N.° 5 | JUN’ 22

Pergunta 1

Sejo (a., ) uma progresséo geométrica monétona, tal que as =

36 e ay = 81. Entdo

ags =as x 172 & 81 =36 x 12

9
2
sr?==
"7y
3
er=42
"=

. - 3
Como (a,,) € monotona, entdo r > 0, logo r = 7

Donde

Opgéo (C)

Pergunta 2

Como (a,,) e uma progresséo aritmética tal que a3 = 18 e
a1 = 39 vem que:
alp=as+ (10—3) xr < 39=18+"T7r
21 ="Tr

Sr=3

Donde
an =asz+ (n—3)x3
=184+ (n—3)x3
=3n+9

Pelo que

as +a
a5+...+a13:uxg

2444
_ +8><9

=324

Pretende-se que

12k — 36
bsg = = =324
36 = a5 + + a3 & %136 3
12k — 36
394 =
k+ 36 3 0
12k—36—324(k+36)_0
k+ 36 B
—312k — 11700 0
k+ 36 N
& 312k — 11700 =0A k+36 £ 0
<:>I<:=—E

2
Pergunta 3
(6]

Uma resposta possivel é:

30, x2 0y x19 0y x 6! x2 Oy x 4! = 43 545 600

o 3(C representa o numero de possibilidades de esco-

Iher a linha que fica livre.

o 2 representa o niimero de possibilidades de escolher

a linha que fica ocupada com exatamente 6 cartdes.

o 10Cs x 6! representa o nimero de possibilidades de
escolher, entre os 10 cartdes numerados, 6 para ocu-

par a linha, permutando-os pelas 6 posigoes.

o 2( x 4! representa o nimero de possibilidades de es-
colher uma das duas laterais da grelha e permutar os 4

cartdes restantes, mantendo-os juntos e encostados.

Opgao (B)
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Pergunta 4

"0142"036<:)36=n—14<:>n=50

Logo, a linha seguinte, daterminada para n = 51 tem 52 ele-

mentos, dos quais 2 x 14 = 28 s&o inferiores a k.
Donde

Numero de casos possiveis: °2Cj

Numero de casos favordveis: 92Cs —24Cs —24Cy x 22 C}

Pelo que

52 _ 24 _ 24 28
P(Ll?) _ 05 055205 C4 X Cl

~ 86,92%

Pergunta 5

Considere-se os acontecimentos:
A - «eletricidade recebida pela cidade A-do-Alentejo»
S - «eletricidade que passa pela subestagdo»

Sabe-se que:

P(ANnS)=0,12P(A)—P(ANS)=0,12
&P(A)=0,12+P(ANS)

P(A) =1-P(4)
=1—(0,12+ P(ANS))

=0,88— P(ANS)

Dado que se pretende satisfazer a condi¢do
P(S|A) =P (S| 4)
Entéo:

P(S|A)=P(5]4)
P(SNA) P(SnA)

P(A) P (4)
0,12P (A) = P(A) x (P(S) — P(ANS))

0,12(0,88 — P(ANS)) =
P(A) x (0,6 — P(ANS))
0,1056 — 0,12P(ANS) =
(0,12 + P(ANS)) (0,6 — P(AN S))
©0,1056 — 0,12P(ANS) = 0,072 — 0,12P(AN S)
+0,6P(ANS) - [P(ANS))?

&[P(ANS))> —0,6P(ANS)+0,0336 =0

—(=0,6) + /(-0,6)> —4 x 1
ep(ans) = (00 £ V(0.6 —4x1x0,0336

2x1
Logo
P(ANS)~0,06250u P (ANS)~0,5375

e portanto

P(ANS)

PA1S) = =5

~0,10uP(A|S)~0,9

Como P (A | S) > 0,5, conclui-se que P (A | S) ~0,9.

Pergunta 6.1

Opgéo (A)
224 y? 422 -2 -2y +22=8
e@-1)24+Hy-12+=+1)2=11
Centro (1,1, —1) eraio r = /11
Esta opgao é rejeitada, pois o centro da superficie esférica ndo

pertence ao interior do cubo.

Opcéo (B)

224yt + 22 -2 -2 —22=38

sE-12+y-1)*+(E-1)?=11
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Centro (1,1,1) eraior = /11

Tem-se que

CT=y2-12+2-1)2+(2-1)2
=3 < V11

Esta opgéo é rejeitada, dado que a superficie esférica ndo con-

tém o ponto 7.

Opgéo (C)
224y 422204+ 2—62=38
SE+1)?+y+1)2+(2-3)2%=19

Centro (—1,—1,3) eraior = /19

Opgéo (D)
P4y 422 +dr+4y—102 =8
SE+22+ (y+2)2+ (2 -5 =41

Centro (—2, —2,5) eraio r = v/41
Esta opgao é rejeitada, pois o centro da superficie esférica ndo

pertence ao interior do cubo.
Opcao (C)

Pergunta 6.2

Como @ € BCG entdo yg = 2.

Logo Q (2, 2, 2q)

Por outro lado, E(2,—2,4) e J(—2,2,2), donde Q’, pro-

jecao ortogonal do ponto @ no plano E H I tem de coordena-

das
o = 24 (-2) —2+42 4+2
2 2072
=(0,0,3)
Tem-se que
o EH = (-4,0,0)
« EI=I-E
= (2, 27 2) - (27 7234)
=(0,4,-2)

Considere-se um vetor, 7i(a, b, c) tal que:

El=0 a,b,¢) - (0,4,-2) =0

—4a =0
=
4b—2¢c=0

Si

{ i-EH =0 { (a,b,¢) - (—4,0,0) = 0
- (

donde 7i(0, b, 2b), b € R\{0}. Tomando b = 1, vem que 0

vetor 77(0, 1, 2) é um vetor normal ao plano EH 1.

Areta
r:(z,y,2) =(0,0,3) + k(0,1,2),k € R

¢ perpendicular ao plano EH I e contém o ponto (0. Donde,

substituindo, vem

(zq,2,2q) = (0,0,3) + k(0,1,2)

zg=0+0xk
= 2=0+k
ZQ:3+2]€
rQ =
4 =
ZQ—7

Concluindo-se que Q(0,2,7)

O vetor

1G=Q-1
=(0,2,7) —(2,2,2)

= (~2,0,5)

Pelo que, a equagdo dareta 7Q) é

1Q : (z,y,2) = (2,2,2) + M(—2,0,5),A € R
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Intersetando comaretay = 2 A z = 4 vem

r=2-=2\
y=2
z=245\ <§ 4=2+5A
y=2
z=4
L6
)
2
& >‘:3

pelo que, as coordenadas do ponto P sdo (g, 2, 4) .

Ora, a equagdo da reta perpendicular ao plano EFH I e que

contém o ponto P é
6
s:(x,y,2) = 5,2,4 +u(0,1,2),p e R
e aequagdo doplano HET é

HET Ox (z—2)+1x(y—2)+2(z—2)=0

Sy+22—-6=0

Donde, a interseg&o da reta s com o plano H E'T é:

6
xr = -
5
Y =2tp
z=4+42u
Yy+2z2—6=0
= &
24+ pu+2(44+2u)—-6=0 5u=—4
v 6
5
_6
Y=5
=
12
Z = —
)
_ 4
F=75
ou seja, as coordenadas da projecéo ortogonal de P sobre 0
. L 6 6 12
plano que contém a base da piramide sdo P’ (5, R ?) .

Pergunta 7

Considere-se a circunferéncia de centro na origem e raio 2 e
€ } 0, % { Tem-se entdo que:
o A(2cosa,2sina)
e B(—2sina,—2cosa)

e ((0,2)

Assim,

Alasc) = Apoc) + Ajaoc) + Ajaon)

Area do triangulo [BOC]

2 X 2sin«
A[BOC] =5
=2sin«
Area do tridngulo [AOC]
2 X 2cosa
A[AOC’] =5
=2cosa

Area do triangulo [AO B]

Tem-se que

sin (a+ %) = O;A & O0'A =2sin (a+ %)
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e que

cos(a—i—z @OO’zQCOS(a—I-E)

logo,

E:2x2cos<a+%) :4cos<a+z>

4
Pelo que,
2 X 2sin (a+ %) X 2cos (a+ %)
AjaoB) = 5
: 0

= 2sin (204 + 5)

= 2 cos(2a)
Logo,

A(a) =2sina + 2 cos a + 2 cos(2a)
2 2
=2v/2 (sina X \/7— + \/7— X cosa)
+ 2 cos(2a)
=22 (sinacos (%) + sin (%) cos a)
+ 2 cos(2a)

=21/2sin (a + %) + 2 cos(2a)

Pergunta 8.1

Tem-se que

lim f(z) = lim eMB-2)-In(V3-va)

T3~ r—3~
| ( 3—x >
= lim e V3 - v
r—3~
= lim S-¢
r—3~ \/g — \/E

= lim S ><\/§+\/E
e=3- \V3—vr V34 x
i 82 (VB4 V)

r—3~ 3—x

= lim <\/§+ \/E)

r—3~

=V3+V3
=2V3

e que

lim f(z)

r—3+
I e T 42
= lim ———
r—3t 2¢2 — 18
i e T _141—x+2
= lim
T3+ 2(x2-9)
y e T -1 y 1 N 3—x
= lim
z—3t | r—3 2z +3) 2(z—3)(r+3)
e3 T -1 . 1
— X lim ———
r—31 2(%’ + 3)

= — lim
3—z—0- 33—

Sex — 3t entdo3 —az — 0~

b odim &= 3)
z—3+ 2(x — 3)(z + 3)
1 -1

X (3+3) " 2B3+3)

Para f ser continuaem x = 3. ter-se-ia de verificar:

lim f(z) = f(3) = lim f(z)

r—3— r—3+1
ou seja

2V/3=k=-1/6

0 que ¢ impossivel.

Logo, n&o existe nenhum valor k, para o qual a fun¢éo f é

continua em x = 3.

Pergunta 8.2

Tem-se que

lim

r—1 .’E2—1

i (22 L)
z—=1 \x+1 rz—1

= lim x xlmM
z—=1x+1 r—1 r—1
2x1 ,

=151 fW

=f'(1)

1

2
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Se z €]0, 3|

f/(ili) = _61“(31)1n<\/§\/§)]/
_1 33—z !
= en<\/_—\/5>

[ 3-x ]/

NERNG
_B-a) (V8- Vva) - (3-2) (V3-va)
(V3—va)’
~(Va-vE) + (3=
(v

donde se obtém

1
—(\/§—1)+(3—1)><m
(vV3-1)°
- (V3-1)+1
(vV3-1)°

23
3-2V3+1
23
2(2 —/3)

1
=3 (*)

fa)=

Pergunta 9.1

Pretende-se a reta tangente ao grafico de £, no ponto de orde-

nada nula.

fx)=0c2’ne=0Az e RT
& (2?=0vlnz=0)AzeR"
S@=0vVe=1) Az cR"

sSr=1

Logo o ponto de tangéncia tem de coordenadas (1, 0).

f'(z) = (2*In :z:)/

=2zInz + 22 x l
T

=2zlnx +x

Logo, o declive da reta tangente & dado por:

f=2x1xIn(l)+1=1

Pelo que se conclui que a equagéo da reta tangente é:
t:(y—0)=1(x—1)
sSy=x—1

Opgéo (B)

Pergunta 9.2

Pela alinea anterior f'(x) = 2z Inx + . Donde:

fl(z)=0&2xlnx+z=0A2 €RT

S z@2nr+1)=0Az e RT

= (Q?ZOVIH.%':—%)/\JSER+

=

Sr=e
0 e~ 3 +00
f| nd. - 0 +
Fl nd \ Min e

f (e_%> = (6_%>21n6_% = —2—16

~ , 1
A fungdo f’ é decrescente em |0, ¢ 2} e crescente em

[e—% , +00 { e por isso, 0 ponto de coordenadas ( \/%7 - %)

tem ordenada minima.
Seja P(x,y), o ponto do gréafico de f, tal que = > 1.

Entéo

A0=0-A

()
AP=P A
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Donde, para o tridngulo [O A P] ser retdngulo em A, tem de se

verificar a condigao:

AP - AB =0

& 1 +1+i + L 0
el T e T2V T ez
L1 deql
Qey_\/Ex 4e?
oy 2o de+l
4 \/Ex 2e
<N
Yy
]3(2,58;6,34)
@) A x°

Concluindo-se assim, que as coordenadas do ponto P, com

aproximagao as centésimas é P (2, 58; 6, 33).

Pergunta 10

™

. Z ’ .
Sejam z; = 2e <3> e z nlimeros eomplexos, tais que, z;

€ zy Sao vertices consecutivos de um poligono regular de n

(71' 27r>
il c+—
lados. Logo z5 = |zo|e \3 7

22
w=—
21

<7T 27T>
il o+—
_|22|€ 3 n
= ™
2@Z<§>
‘<27r>

Como w é um imaginario puro, entao

9
AT i knkeZ
n 2

27r77r+2k7r

keZ

n 2
4

=— _keZ
14 2k° €

=n

Como n > 3, tomando & = 0, conclui-se que n = 4.

Opgao (B)

Pergunta 11

Considere-se, no plano complexo, a circunferéncia definida por:
lz—2+i|=3V5 & |z —(2—i) =3V5

Logo, os afixos pertencem a circunferéncia de equagao:
(=22 +(y+1)" =45

y OBS:
Sendo P um ponto qualquer da
circunferéncia, pela desigualdade
A triangular, conclui-se que:
r—0C < OP<r+0C
o, ,
12
14 X
y=-—sx

Considere-se a reta r que passa no centro da circunferéncia

C(2,—1) e naorigem O. Logo
Iy =Mmx

1
Como (2,-1) er,vemque—1:m><2<:>m:—§

logo 1
Ty = —ix

Determinando os pontos de interse¢do da reta » com a circun-

feréncia:
(r—2)2+(y+1)2 =45
1
Y= —51“
(€ —2)+ (2o +1)" =45
o
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x2—4x+4+%x2—x—|—1:45

A 1

y—fix

2 —dx —32 =
< 1

y——§l‘

T =—4 r=2_8
= V

y=2 y=—4

Logo, os pontos A(—4,2) e B(3, —4) séo os afixos dos nu-
meros complexos z4 = —4 + 2i e zg = 8 — 44 respetiva-

mente, de menor e de maior mddulo

Pergunta 12

Assintotas Verticais

Em ] — o0, 0[ a fungdo f resulta da composicdo e de opera-
¢Oes sucessivas envolvendo fungdes continuas neste intervalo,

sendo por isso, continua em | — oo, 0[.

Logo, neste intervalo, o gréfico de f ndo admite assintotas ver-

ticais ao seu grafico.

Em ]0, +oo] a fungéo f resulta de operagBes sucessivas en-
volvendo fungbes continuas neste intervalo, sendo por isso,

continua em ]0, +-o0.

Logo, neste intervalo, o grafico de f ndo admite assintotas ver-

ticais ao seu grafico.
Dado que 0 é ponto aderente ao dominio de f, ent&o:

lim f(z) = lim (aﬁ—xe%)

z—0~ r—0~

=0-0x0

=0

. 2 . 2
comoxz — 0~ entdo — — —ocoeporissoez — 0~
x

1—cosx
lim f(z) = lim
z—0+ f(@) z—0+ 22
. (1 —cosz) 14cosz
= lim 5 X
z—0+ T 1+ cosx
1 —cos?z

e ST r—,
a—0+ x2(1 + cosx)
sin?

=lim —— %
o0+ x2(1 + cos x)

z—0+ 1+ cosx

r—0t X
Limite Notavel
1
=12 x =
2
1
2

Logo, a reta de equagdo = = 0 ndo ¢ assintota vertical ao

gréfico de f.

Desta forma, conclui-se que ndo existem assintotas verticais ao

gréfico de f.

Assintotas Horizontais

lim f(z) = lim (xfxe%)

r——00 r—r—00

= lim [—x <e% — 1)]
T—>—00
_9 Mudanga de Variavel
= lim |:t (Et — 1):| Seja t = g

Se x — —oo entdo t — 0~

t
1
=—2x lim
t—0—
=—2x1
=2
Logo, a reta de equagdo y = —2 & assintota horizontal ao

gréfico de f em —oo.

. . 1—cosz
S f@) = i e
. 1
:xBr—iI-loo {(1 —cosx) X xz}
=0

dado que, vz € R™,0 < 1 — cosx < 2 sendo por isso uma

1
funcao limitada e — — 0.
x

Logo, a reta de equagédo y = 0 é assintota horizontal ao gréfico

de f em +o0.

Prova Modelo n.° 5

Grupo Recursos para Matematica

Pagina 8 de[f0]



PROPOSTA DE RESOLUGAO

Pergunta 13

Seja fuma fungéo, de dominio } 0, g} , Cuja derivada, também

tem dominio } 0, g} é definida por:

COS ™

f'z) =

2 —sinz

Entdo

() = [ cos }'
(cosz)' (2 —sinz) — cosz(2 — sinzx)’
B (2 —sinx)?
_ —sinz(2 —sinx) 4+ cosx x cosx
N (2 —sinx)?
_1—2sinz
(2 —sinz)?

2 —sinzx

Donde

' (x) :0/\x€}07g}
1—2sinx

m:ome}o,g}

(:)I—QSinx:O/\xe]O,g]
& si 1/\ 6}0 ﬁ}
sine=—-Ax —
2 2

N T
T = —
6

=

7| nd. +
f | nd. —

MR
|
I
—_

Pelo que se conclui que o grafico de f tem a concavidade vol-

tada pora cima em |0, f] e tem a concavidade voltada para

baixo em [W q
6’21

O gréfico de f tem um ponto de inflexao de abcissa = = %

Pergunta 14

Considere-se a equagéo.

2In%(2z+3) —In(2) =3 +1n <x + g)

Tem-se que:

DE:{xGR:2x+3>O/\x+g>O}
~|-3 +00
=|-3
Assim,
2In%(2z 4+ 3) —In(2) =3 +1In (x—l—g) ANz € Dg

3
©2In*(22+3) =3 +1n <m+ 5) +In(2) Az € D

©2In*(22+3) =3+ In(2x +3) Az € DE
<2In(22+3)—In(2x+3)—3=0 Az€Dg

—(-1) < \/(—1)2 —4x2x(-3)
2 x 2

<In(2z+3) =
3
@(ln(2m+3):—1\/ln(2x+3)=5) Nz € Dg

@<2x+3=e*1v2x+3=e%>/\x€DE

—3e+1 e —3
v p—
% . 2

ST =

Pergunta 15

Seja f uma fungdo duas vezes diferenciavelem R e a € R~

tal que:

o f()=1lef'(1)=0

o f">0,VzeR

A fungdo f é duas vezes diferenciavel em R e por isso é con-

tinua em R.
Como [ > 0,Vx € R entdo a fungdo f’ & crescente em R.

Consequentemente, como f” é crescenteem Re f/(1) = 0,

conclui-se que f'(z) < 0,Vz < 1e f'(z) > 0,Vz > 1.

Concluindo-se que f é decrescente em ]—oco, 1] e é crescente
em [0, +oo], sendo f(1) = 1 o minimo absoluto de f em

=1 0BS:

f(@) =flz+1)
<f(@) - flz+1) =0

Sg(z) =0

Considere-se a fungéo g, definida por:

g(x) = f(z) — flz+1)
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A funcdo g resulta da composicao e de operagdes sucessivas
envolvendo fungdes continuas em R e por isso, em particular,

é continua em [a, f(a)].

Tem-se que

g(a) x g (f(a))

e Comoa<Oentioa<a+1<1.

Dado que a fungdo f é decrescente em | — oo, 1|

conclui-se que
fla)> fla+1) s f(a)— fla+1) >0
e Como f(1) = 1 é o minimo absoluto da fungdo f,
entdo f(a) > 1, e porisso
1< f(a) < fla)+1
Dado que a fungéo f ¢ crescente em |1, +oo[ entdo

f(fla) < f(fla)+1)
e f(fla) = f(fla)+1) <0

Logo, pelo Corolario do Teorema do Bolzano- Cauchy conclui-

se que:
dxg € la, f(a)[: g(zg) =0
<3 € a, f(a)]: f(xo) — f(zog+1)=0

&3rg € a, f(a)[ : f(20) = f(z0+1)

Dado que

(@) =1f(a) ~ fe+ 1)
=F'(@) -
=@ -

flle+1)x (z+1)
fllz+1)
e que f’ & mondtona crescente e por isso injetiva, entdo

g'(x) # 0,Vz € R, pelo que, g ¢ mondtona em R, e por isso,

em particular, em ]a, f(a)[. Concluindo-se assim, que a solu-
a0 da equagdo f (x) = f (z + 1), nointervalo Ja, f(a)[ é

Unica.
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