Proposta de resolu¢ido

Exame nacional de Matemética A (2006, Epoca especial) @

GRUPO 1

1. Estudando a variacao de sinal de f” e relacionando com o sentido das concavidades do gréfico de f, vem:

z —6 -1 1

(22— 1) + + + 0 - 0 +

(z? +5) - A “F A + + +

(z +6)* + 0 + + + + +
1" I 0 - 0 - 0 I

Pelo que podemos concluir que a fungao f tem dois pontos de inflexao.

Resposta: Opgao B

2. Para estudar a continuidade da funcao g no ponto de abcissa zero, temos que comparar os valores de g(0),
de lim g(z) e de lim g(z)
z—0t z—0~
° g(0)=2
2z+1  2x0t+1 1

li = I =
* Jim g(z) = lim —> 0+ or 1T
lim g(z) = li et Sl S St (Indeterminagso)
[ ] 1m X) = 1m = =] — —
Pt em0- 2z 2x0- 0 \nectermmacao
1 et —1 et —1 1 1
1‘ = 1. - = l — 1 = — 1 = —
Jm flw) = lim (2 X ) Jm g im —— =5 x1l=3

Lim. Notavel
Como ¢(0) # lim g(z), entdo a fungdo g é descontinua & direita de zero e como g(0) # lim+g(ac), entao
z—0~ z—0

a fungdo g também é descontinua a esquerda de zero.

Resposta: Opgao D



3. Considerando o lado [OC] como a base do triangulo (OC = 1), a altura serd

o segmento que contém o ponto P e a sua projecao ortogonal (P’) sobre a AB
reta OC. —
L , altura P
Como OP =1, recorrendo a defini¢ao de cosseno, vem: P
PP’ PP —
COST = ——— & COST = & PP =cosz o & A
OP 1 >
Assim a drea do tridngulo [OPC] é: %
]
4 _ OC xPP’" 1xcosz cosx
[oPC] = ) I =z

Resposta: Opgao B

4. Como o comprimento da aresta da base, em centimetros é x, a drea da base, em centimetros quadrados é
2
TXT =1

Como a altura do prisma, em centimetros, é y, o volume do prisma, em centimetros ctibicos é 22 x y

Assim, considerando o volume do prisma igual a 64 cm?, temos que:

64
Pxy=64 & y=—
x
- 6 64 ~
Desta forma temos que se z = 8, entao y = i 1, pelo que o ponto de coordenadas (8,8) nao

pertence ao grifico da fungao, e desta forma podemos rejeitar os graficos das opgoes (B) e (D).
Temos ainda que, como o volume é constante, se a area da base aumentar indefinidamente, o comprimento
da altura deve aproximar-se de zero, ou seja:

lim y= lim — =—=
r—+o00 T—+oo 400

E assim, podemos rejeitar o grafico da opgao (C).

Resposta: Opgao A

5. O algarismo dos milhares dos nimeros naturais compreendidos entre 1 000 e 3000 s6 pode ser 1 ou 2, pelo
que existem 2 hipéteses para o algarismo das unidades.
Como os algarismos devem ser todos diferentes, devem ser escolhidos 3 algarismos de entre os 9 que sao
diferentes do selecionado para o algarismo dos milhares, ou seja, ? A3 escolhas diferentes, visto ser relevante
a ordenagao destes 3 algarismos, por gerarem numeros diferentes.
Assim, a quantidade de nimeros naturais, escritos com algarismos todos diferentes, compreendidos entre
os numeros 1000 e 3000 é:

2 x 945 = 1008

Resposta: Opgao D
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6. Pela férmula do binémio de Newton, sabemos que todos os termos do desenvolvimento de (x + 2)° siao da
forma:

SC(z)**(2)%, ke {01,..,5}

O termo do desenvolvimento do binémio, obtido para k = 2, é:
5Cy(x)°72(2)% = 10 x 23 x 22 = 10 x 4 x z® = 402°
Ou seja, é um monémio da forma kx2, com k = 40.

Resposta: Opgao C

7. Designando por w, z1 € zo os numeros complexos cujas imagens geométricas sao os pontos C, A e B,
respetivamente, temos que:

e |w| = |z1], porque os pontos A e C' estao & mesma distancia da origem, pelo que:

lw| =42 +32=+25=5

° — _ﬂ. = ﬂ. = —7T 3 .

e Como 18° =18 x 180rad 18 x 13 % 10rad 10rad, entao:
T T 5t ow 6r 3w
arg(w) = arg(z2) + — =+ —=—+ — =

10 210 10 10 10 5
. . Y8
Assim temos quew:501s?

Resposta: Opgao D
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GRUPO II

1.1. Resolvendo a equagao temos:
3
i’ -V3-i=0 & i*=V3+i & z3=—\,[+f &
i

7
V3
& z3=4+1 & P=—iV3+1l & P=1-V3
1

Escrevendo 1 — /3i na f.t. (23 = pcisf) temos:

=12+ (-V3)?2=VI+3=vi=2

o tglh = %\/g = —+/3; como senf < 0 e cosf > 0, § é um angulo do 4° quadrante, logo 6 = 7%

. . 7T q ‘ .
Assim 23 = 2cis <_§) , € por isso, usando a férmula de Moivre, temos:

p ‘ _I + 2km
32 cis (—g) = {/2cis — ,k € {0,1,2}, ou seja, temos 3 raizes de indice 3:
e k=0 — w = 2C1S< g
6 5
e k=1 — wy = 2(:18( g ;)f@cis <g+;)\3ﬁcis;
12 11
e k=2 — wy = +/2cis z gl = /2cis _f il Y s—ﬁ
9 3 9
2 ~ Bt - - . 117 3
Logo w3 é a tnica solucao da equacao que pertence ao terceiro quadrante, porque m < 5 < -

. 3m
ou seja ™ < arg (wz) < -

Logo, a solugao da equagao que pertence ao 3° quadrante, escrita na férmula trigonométrica é:
117
ws = V2 cis o

1.2. Na figura ao lado estd representado, a sombreado, a regiao B,
que ¢é a intersegao de trés condicoes:

Im(z) o
e |z| < 2, o interior da circunferéncia centrada na origem e S )
raio 2 /,/ \\ v
e Re(z) > 0, o semiplano a direita do eixo imagindrio, ou o J/ 14
conjunto dos pontos com a parte real nao nula / N
1
e |z — 1] < |z —i|, o semiplano limitado superiormente pela ! 9] S 2
bissetriz dos quadrantes impares ' % 1 Ré(z)
A regido B pode ser decomposta num quarto do circulo de raio \ o
2 e num setor circular que corresponde a metade de um quarto \\ 7
de circulo, pois é delimitada pela bissetriz dos quadrantes N
impares. 7 S~e
Assim, a drea pode ser calculada como:
Ao
A, 4 A Ay 2x A, A, 3x A, 3xmx2® 3x4dxwm  12r  3m
4 2 4 8 8 8 8 8 8 8 2
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2.1.

2.1.1.

2.1.2.

Como a fun¢éo é continua no intervalo ]0,1[ e também no intervalo [1, + oo|, as retas de equagao

x =1 e x =0 sao as unicas retas verticais que podem ser assintotas do grafico de f.

Podemos ainda observar que, como a fungao estd definida para x = 1, temos que f(1) é um valor

finito, e assim, l_1>nl1+f(z) = f(1), pelo que, se a reta x = 1 é uma assintota do grafico de f, entao
x

o0 comportamento assintdtico s6 esta presente quando x — 17, pelo que, para averiguar estas
hipéteses vamos calcular lim f(z) e lim f(x):
z—0t z—1—

lim f(z) I T 0t 0t 0+
e lim = lim — = =—=
oot T o SovIng | In (0t) -0
T 1 1
1. = 1. _— = = — = —
* xinllff(x) ooi-Inz In(1=) 0- >

E assim concluimos que a reta de equagao x = 0 nao € assintota do grafico de f, masaretax = 1é.

Averiguando a existéncia de uma assintota nao vertical do grafico de f, de equacdo y = mx + b,
quando z — 400, vem que:

2—x
. T . xe . _ _ _
m= hmmz lim —— = lim 2 =2 (X =72 =
r—400 I r—4+o00 I T—r+00
i g 2—zx q 22—z . T X 62
b= lim (f(z)—mz)= lim (ze**—-0xz)= lim (e’ ®)= lim =
z—~+00 ——+00 T——+00 z—+oo e¥
" lim 1 1
: : : S+
= lim e?x lim —=e?x lim —— =e?x — T2 —e?x — =¢e2x0=
T— 400 x—+o0 e® r—+oo € li e 400
i im —
xT r—+o0 T
N————

Lim. Notéavel

Desta forma concluimos que a reta de equagao y = 0z + 0, ou seja a reta definida por y = 0 é
uma assintota horizontal do gréfico de f e como o dominio de f é R™ podemos concluir que esta
é a unica assintota nao vertical do grafico de f

Calculando o valor de f(e™!), como e™! < 1, vem:

1 —1 =1l —1
-1y — € =] € = € = 67 = — -1
He™) = In(e=!) —1xlne —1x1 -1 ¢

E assim, vem que

f@)+fle) =0« fl@)+ (e ') =0 & f(z) =" CA.

Como a funcao f resulta de operagbes sucessivas de fungoes F(4) = 46?4 — 4e2
continuas em [1, + oo[, é continua neste intervalo, e também em
4,5], porque [4,5] C |1, + o0 4

[4,5], porque [4,5] C [ [ _ 4 o5

Como e™! =~ 0,37, — &, entao, e% < el < ok ou seja,
f(5) < 0 < f(4), entdo, podemos concluir, pelo Teorema de
Bolzano, que existe ¢ €]4,5[ tal que f(c) = e~ !, ou seja, que existe, f(5) = 5e*5 = e =
pelo menos, uma solugio da equagao f(x) = e~! no intervalo ]4,5],
ou seja: .

3x €]4,5]: f(z)+ fle7!) =0

Q

(bw‘ ]

0,25
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2.1.3. Comegamos por determinar a expressao da derivada, para z €]0,1[:

1
(i)/f (z)'Inz —z(lnzx)" 1xlnm—x<x) _lnz-1
= = 5 =

Inx In? x In“z In?

Calculando os zeros da derivada, no intervalo ]0,1[, temos:

Inz—1
%:O & Inz—-1=0AIn%z2#0 © nz=1Alnz#0 & z=eAx#l
n”z
Como z €]0,1] e e > 1, concluimos que f’(x) ndo tem qualquer zero neste intervalo.
Assim, como no intervalo ]0,1[, In(z) < 0 temos que Inz — 1 < 0, e como In*(z) > 0 (no mesmo
intervalo), temos que:
f'(z) <0, Vz €]0,1]

pelo que a fungao f é estritamente decrescente neste intervalo.

2.2. Determinado a expressao da derivada, para z > 1, temos:

(‘%627‘?)/ _ (:L’),€27$+(E(627$)I _ 627w+1‘(2—l’),627$ _ 627$+x(_1)627z _ 6271_‘%,62793 _ 627I(1—$)
O declive da reta r pode ser calculado como:
m, = f'(2) =€ 2(1-2) = (-1) = 1

Como a reta s é paralela a reta r, e tem a
ordenada na origem igual a zero, a equagao da Yy
reta s é: y=—=x

Tracando a reta s e o grafico da funcao f
numa janela compativel com o dominio da
funcao e que permita visualizar o ponto de

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
Depois, recorrendo a funcao da calculadora O [ 1

intersegao obtemos o grafico reproduzido na f
figura ao lado.
& N\ 037

| “ o
que permite determinar valores aproximados —0,37

para as coordenadas de um ponto de intersecao
dos gréaficos de duas fungoes, encontramos
as coordenadas do ponto, arredondadas as
centésimas (0,37, — 0,37)
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3.1. Como o periodo de uma fungao trigonométrica pode ser calculado como a diferenca das abcissas de
dois maximizantes consecutivos, comecamos por determinar a derivada da funcao:

f'(z)=(A+B cos(Cm))/ = (4)" + B( COS(CJ?))/ =0+ B(Cz)' (—sen (Cx)) = —BC'sen (Cx)
Calculando os zeros da derivada temos:

fl(x)=0 & —BCsen(Cx)=0 & sen(Cr)=0 & Cr=kmkel & J;:%T,keZ

Assim, como todos os zeros de f’ estao associados a uma mudanca de sinal, para cada valor de k
verificamos a existéncia de um maximizante, ou de um minimizante.
Como os maximizantes e os minimizantes ocorrem alternadamente, se um valor de k gera um maxi-
mizante, k + 1 gera um minimizante e k + 2 gera outro maximizante.
Logo, para k e k + 2 temos dois maximizantes (ou minimizantes) consecutivos, pelo que o periodo
da funcao pode ser calculado como:

(k+2)r kr  (k+2)m—kn  kr4+2r—kr 2w

c c C c - C

3.2. Como o periodo da fungao é a diferenca entre dois maximizantes consecutivos, e a distancia do
ancoradouro ao fundo do rio ocorre a cada maré alta, o periodo desta funcao é 12 — 0 = 12.

7r
Por outro lado, como o periodo desta fungao é < temos que:

21 2T

m
=C & —
6

Assim temos que a fungdo a funcio é do tipo f(z) = A + B cos (% X :c)

Como a distancia ao fundo do rio era méxima as zero horas, e a distancia maxima foi de 17 metros,
temos que

f(0)=17 & A+Becos (% X 0) =17 & A+Bcos(0) =17 & A+Bx1=17 & A+B=1T
Por outro lado, como a distancia era minima as 6 horas, e o minimo da fungéo é 11, temos:

f(6)=11 < A+Bcos (g x 6) =11 & A+Bcos(n)=11 & A+Bx(-1)=11 & A-B=11

Logo, temos que

A+B=117 11+B+B=17 2B =17-11 B:g B=3
54 = 54 <~
A-B=11 A=11+B A=11+B A—11+3 A=14

Pelo que, os valores dos parametros adequados ao modelo sao A =14, B=3e C = %
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4.1.

4.2.

4.3.

Como se pretende que P(AN B) = P(A), entao AN B = A, ouseja A C B

No ambito da experiéncia descrita, podemos definir os acontecimentos, nem impossiveis nem cer-
tos, tais que A # B e P(ANB) = P(A):

e A: O produto dos dois niimeros saidos é 48
e B: O produto dos dois nimeros saidos é um nimero par

Como o dado ctbico tem 6 faces e o dado octaédrico tem 8 faces, podemos fazer 6 x 8 = 48 pares de
faces, equiprovaveis, usando uma face de cada dado.

Destas 48, apenas 4 correspondem a pares com soma 5:

Dado ctibico 1 2 3 4

Dado octaédrico | 4 3 2 1

Soma 5 5 5 5
Assim,
4 1
PRX =8) = B-12

No contexto da situagio descrita, P(C|D) é a probabilidade de safrem ntimeros cujo produto é 16,
sabendo que sao numeros iguais.

Analogamente, P(D|C) é a probabilidade de sairem ntimeros iguais, sabendo que o produto desses
numeros é 16.

Para determinar P(C|D), temos que o nimero de casos possiveis é 6, porque como um dos da-
dos estd numerado de 1 a 6 (e também existem estes nimeros no outro dado), existem 6 pares de
numeros iguais. Destes apenas 1 resulta num produto 16, o que acontece quando ambos os nimeros
sdo quatro (4 x 4 = 16), e assim, recorrendo & Regra de Laplace temos que

P(DIO) = ¢

Para determinar P(D|C), observamos que o nimero de casos possiveis é 2, porque como 16 é miiltiplo
de 2, 4 e 8, s6 é possivel obter um produto igual a 16 em duas combinagoes (4 x4 = 16 e 2 x 8 = 16).
Como destas duas apenas uma resulta do produto de ntimeros iguais (4 x 4 = 16), recorrendo & Regra

de Laplace temos que

P(CID) =
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