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PROPOSTA DE RESOLUCAO

Prova 2 - Matematica A - 2021
Sinal + Nuno Miguel Guerreiro

1.
Como FA=FH + HA e FH = —AC tem-se:
—_— — —_ s - — — — — — — 5
2AC - FA=2AC - (FH + HA+AH ) = 2AC - FH = 2AC - (—AC ) = —2||AC]|
2
=—2(y12+32+(-12) =—2(v1I) =22

x 1.2.) Seja M o ponto médio do segmento [HF], e seja P(x,y,z) um ponto do plano mediador deste
—_— —
segmento. Tem-se entdo que HF - MP = 0.

— 33 31
Pode-se obter o ponto M notando que F = H +AC = ( 0, — 55 +(1,3,—-1) =11, 55 ) Logo

14+0 3/2—3/2 1/2+3/2)_(1 0 1)
27 2 7 2 S\ )

tem-se que M :(
— — — 1 1

Como HF:AC:(1,3,—1)eMP=P—M=(x,y,z)—(§,0,1)z(x—i,y,z—l) tem-se:

— — 1 1 1

HF -MP=0<(1,3,—1)- x—i,y,z—l =0<:>x—£+3y—z+1=0(:)x+3y—z+§=O

1
O plano mediador do segmento [HF] é definido pela equagdo x + 3y —z + 5= 0.

2. Note-se que para n < 50 tem-se 1 < u,, < 49 e para n > 50 tem-se —1 < u,, < 1. Desta forma tem-se
que Yn € N,—1 < u, < 492, logo a sucessio (u,) é limitada.

Resposta: (C)

Tem-se:
Vit _ (_1/2)4(n+1)+1 _ (_1/2)4n+5 _ (1)4 _ i
Vp (_1/2)4n+1 (_1/2)4n+1 2 16

Vn+1

concluindo-se que (v,) é uma progressdo geométrica, uma vez que Yn € N, =1/16 € R.

n

Estudemos a monotonia de (v,):

Vopg — Vg = (_1/2)4n+5 _ (_1/2)4n+1 — (_1/2)4n+1 (11_6 _ 1) — _% (_1/2)4n+1

uma vez que 4n+ 1 é um nimero {mpar para todo e qualquer n € N, tem-se que Yn € N, (—1/2)*"*! < 0,

1 . . L
e portanto Yn € N’_R (—1/2)*"*1 > 0, isto é Yn €N, v,,,; — v, > 0. Conclui-se que (v,,) ¢ estritamente
crescente.

Tem-se que:

P(A|(AUB)):%<:>M_1(D P(ANB) _ 1@ P@ANB) _1

P(AUB) 2 P(AUB) 2 1-P(AnB) 2
1—P(ANB)=2P(ANB) & P(ANB)=1—2P(ANB)
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em que se usou o facto de AN (ZUB) = (ANAUANB)=0U(ANB) =ANB em (1), e ainda a
propriedade P(AUB) = 1—P(AUB) = 1 — P(AN B) pelas Leis de De Morgan em (2).
Logo tem-se:
3 3 2
P(A)=C & P(ANB)+1-2P(ANB) = < P(ANB) = C

P(ANB 2 2
concluindo-se que P(B|A) = % = 3;—5 =3
5

. Pela simetria do TriAngulo de Pascal tem-se que **®Cy00 = **®Chug_400 = **®Cus.

Logo tem-se *8Cyy + *8C 00 = *8C4 + *8C 5 = **2Cyo. A linha cujos elementos sdo da forma 449Cp
é a linha 449 que tem 450 elementos. Destes 450 elementos, os elementos entre **°Cs, e **9C59q sdo
todos maiores que **°C,y = *¥9C,q. Existem, portanto, 399 — 50 + 1 = 350 elementos maiores que
449
C49.
350 7

A probabilidade pedida é entdo — = —.
450 9

Resposta: (D)

Existem 5 maneiras de dispor as bolas brancas no tabuleiro de modo a que uma coluna fique intei-
ramente preenchida com bolas brancas. Note-se que escolhendo a coluna, as bolas ficam dispostas
inequivocamente (ndo interessa a ordem).

Existem agora 20 casas no tabuleiro por preencher para 10 bolas pretas numeradas (portanto diferentes
entre si), sendo possivel distribui-las de 2°A;, maneiras diferentes.

Desta forma, existem 5 x 2°A;, maneiras diferentes de dispor as pecas no tabuleiro de acordo com as
condicoes do enunciado.

. Como o afixo de z esta situado no segundo quadrante, o afixo de z esta situado no terceiro quadrante.

O nimero complexo /3 é tal que o seu médulo é 1/3 do médulo de z, mas o seu argumento é 0 mesmo
que o argumento de z. Logo, o afixo de z/3 também se situa no terceiro quadrante.

Resposta: (C)

Note-se que |[v3—i| = {/(—V3)2+12 = V4 =2 e arg(v3—i) = tg"* (-1/v3) = —g, uma vez que o
afixo de v/3 —1i est4 situado no quarto quadrante. Logo v3 —i = 2617/0),

Como (2+3i)2 =22+ 12i +9i> =4+ 12i —9 = —5 + 12i tem-se:

S i(=n/6) 2 5 _i(—57/6)
w= 5(v/3-1) = > (26 ) = SR = —32¢!(7°7/6) = 32,17 1(=57/6) = 39,1("/6)
(2+3i)2—12i —5+12i—12i —5
Comoi’=i*xi®=1x(-i)=—i= ¢! considerando z = pei/5 tem-se:

4 ip)* 4,i(4P) 4
27 e (o) _ i) oy PTE i(en) oy P iCaB—r/6) _ (=)

32¢i(7/6) 32¢i(7/6) 32
4
P"_ 4 p=4v32=2v2
= 32 T T = TT Tfk )k € {OJ]‘JZJB}
_rt__ = =——+—=

As quatro solucdes da equacio sdo 2v/2e 12, 24212 24/ 2e!"/12 ¢ 24/26177/12,
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9.

10.

O dominio de h o f é o conjunto D tal que:
D={x€Ds:f(x) €Dy} ={x€[-24]: f(x)+2>0}={xe€[-24]: f(x)>—-2}

Por observacdo do gréfico de f conclui-se o intervalo de niimeros reais que é solugdo da inequacio
fx)>—-2¢é]1—-1,4].

Resposta: (C)

Como o raio do orificio é igual a 1/75 do raio do tanque tem-se D/d = 75. O tanque esvaziou-se

inteiramente em 1 hora, isto €, em 60 x 60 = 3600 segundos. Vem entao:

2 2
3600 = 7521 2H o 1 2H :3600(:) 2H :(3600) (=)H=9'81 >((3600) ~ 2,01
9.81 9.81 752 9.81 752 2 752

A altura do tanque é de aproximadamente 2 metros.

Os dois tanques tém o mesmo didmetro D.

11.

12.

Otanque Aétalque H=D ed =D —0,5, logo

t_( D )2 2D
A~ \p-0,5 9,81 y

O tanque B é tal que H = 0,4 e d = 0,1, logo

D \.[2x0, 0,8
tp = (—) 2x04 _ qgop2y| 28
0,1 9,81 9,81

Sabe-se que t, = 2tp.

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora pode ser re-
solvida a equacgéo t, = 2tp. Para tal, esbogemos a curva t,(x) =

2
2 0,8
( X ) X e acurva 2tp(x) = 200x2\| ——. A solu-
x—0,5 9,81 9,81

¢do obter-se-a através da abcissa do ponto de intersecdo das duas
curvas para x > 0,5.

A abcissa desse ponto de intersecdo (ponto P representado na
figura a cheio e preto) é x ~ 0,58.

O ponto A tem coordenadas (2cosa,2sena), pelo que OB = 2sena e OE = 2cosa. Desta forma,
obtém-se que a area pretendida é:

2

Aroscp] —Arogre] = (2sen a)? —(2cosa)? = 4sen’ a —4cos’ a = 4 (sen o — cos? a) =—4cos(2a)

em que se utilizou o facto de sen? a —cos?> a = — (cos2 a —sen? a) = —cos(2a).

Resposta: (B)

Estude-se o sinal de g’:
ZxX)=0=hx=0Ax—1#40=x=1Ax#1

Pelo que se conclui que g’ ndo admite quaisquer zeros no seu dominio. Mais ainda, é facil verificar que
g'(x)>0,¥x € D,. Logo, g € estritamente crescente no seu dominio.

Como g é estritamente crescente no seu dominio, g € injetiva no seu dominio, logo s6 admite um zero.
Mais ainda, tem-se que 2 < 3 = g(2) < g(3), logo g(2) < 0.

Resposta: (A)
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13.

A reta AB passa pelos pontos de coordenadas A(0,f (0)) e B(0,f (7/4)).
1 1 1 1 1

Tem-se que f(0) = = =1le f(m/4)= = =—.
que fO) =70 = T+ o FOI = e = 1T+1 - 2
n/8)—f(0) 12—1 2
OdeclivedeABém:f(/) f()= / =——.
n/4a—0 /4 i
. \ . p 1 1 /I
Qualquer reta perpendicular a reta AB tem declive m’ = —— = — 2/ =35 Como a reta pre-
m —4/n
tendida passa pela origem, a sua ordenada na origem é 0 e uma equacdo que pode defini-la é
T
= —Xx.
Y73
Repare que:
1 1 oS X
1+tgx 1+4senx/cosx senx —+ cosx
Vindo que:
, CoS X / (cosx)'(senx + cosx) — cos x (sen x + cos x)’
e =( )= ;
senx + cos x (senx + cos x)
__ —senx(senx + cos x) — cos x(cos x —sen x)
B (senx + cos x)?
_ —sen® x —senx cosx + cos” x + Sen x cos x
B (senx + cos x)>2
_( 2 2
sen” x + cos x) 1
(senx +cosx)2  (senx + cosx)2
E, portanto:
/
£7(x) ( 1 )’ [(senx+cosx)2] 2(sen x + cos x)’(sen x + cos x)
X)=\——"—"—"""""""" = -1 — —
(senx + cosx)? (senx + cosx)* (senx + cosx)*
_ 2(cosx —senx)(senx +cosx) 2 (cos® x —sen?x)
B (senx + cosx)* ~ (senx +cosx)*
2 cos(2x)

~ (senx + cosx)4
Desta forma tem-se:

g”(x) =0 2cos(2x) = 0 A (senx + cosx)* # 0 < cos(2x) =0
uma vez que a condicfio (senx + cosx)* # 0 é universal em Ds.
Em R tem-se:

cos(2x) =0 < 2x = g +kn &S x = g + kg,k € Z, pelo que a unica solugéo em Dy € x = %

Através de uma tabela de sinal tem-se:

TT TT TT

x —— —_— —_—

4 4 2
g"(x) ND + 0 — ND
g(x) ND U p.i N ND

Conclui-se entdo que:

- o grafico de g tem concavidade voltada para cima em ]—%, %],
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- o grafico de g tem concavidade voltada para baixo em [%, g[,

1
+ o grafico de g admite um ponto de inflexdo no ponto de abcissa x = % tal que f (7/4) = ok As

1
coordenadas do ponto de inflexdo sdo entao (g’i)

14. Tem-se que lim [f(x)+4x]+3=0,logo lim [f(x)—(—4x—3)]= 0. Conclui-se entdo que y =
X—+090 X—+00

* 15.

—4x — 3 é assintota obliqua ao grafico de g quando x — +00.

Como a funcdo f € par, entdo o seu grafico é simétrico em relagido ao eixo Oy. Desta forma, a reta de
equacdo y = 4x — 3 é assintota obliqua ao grafico de g quando x — —oo.

Resposta: (C)

Tem-se que:

: x cox0 .. i -y s . i
XLH_nOO [xIn(e*+1)] = yl}inw[ ylin(e™ + 1)] = yl}inoo [ yln(l + " )}
em que se aplicou a mudanca de varidvel y = —x, tal que x - —00 = y — +00.
Ora:

y e’
— lim [yln(1+l)]:— lim [ye—ln(1+l)]:— lim [lln(1+i) :|
y—+00 ey y—+00 ey ey y—+oo | eY ey

y 1)¢
=— lim = x lim ln(1+—)
ey

y—+oo e¥  y—+oo

Tem-se que:
N 1 1 o - . et
lim == = =0, em que se utilizou o limite notdvel lim — =+4+00,p € R;
y—+00 e lim & + 00 u—+o00 yb

y—)+oo y

: : 1\ : 1)
+ Sejau=e” talquey - +00 =>u— +00: lim In 1+—y =In| lim (1+ - =Ine=1.
e

y—+00 u—+00 u
Desta forma, tem-se:
y 1\
lim [xln(e*+1)]=— lim — x lim ln(1+—) =—0x1=0.
X——0Q y ey

—+00 gy  y—+00

FIM



