Resolucao

Matematica A - 12° ano e Prova Modelo de Exame 1 ¢ 2021

oG _
1.1. Tem-se que cos @ = —. Como o raio da superficie esférica é 3, tem-se GB = 6. A area da base do prisma é

G
16, pelo que o lado do quadrado da base é 4. Logo B(4,4,0).
Como G(0,0,z5), tem-se:
VB (22 =66 16116+ 2 =360 2 =478z =2
2 1

Logo, OG = 2 e tem-se cos o = c= 3

Resposta: (A)

1.2. SejaM(2,2,1)0 cent£>> da superficie esférica 8, e P(x,y,z) um ponto genérico do plano tangente a § no ponto
C.Tem-seque CP-CM = 0,em queﬁ =P-C=(xy—4,z)eCM=M-C=(221)—(0,4,0) = (2,-2,1).
ﬁ'm:0®(x,y—4,z)'(2,—2,1):0®2X—2y+8+z:0<:>2x—2y+z+820
A equacio do plano tangente a S no ponto C é 2x — 2y + z+ 8 = 0.

2. Seja r arazao da progressao geométrica (u,). O termo geral de (up,) é u, = vy X r"1. Tem-se que:

5 1
2us +2u1 = 5up < 2urr? 4+ 2u1 = Bupr < 2 (r2—§r+1) =0 uy =0V (r—§> (r—=2)=0

1 _1 A2 _1
gr—2Vr_2(:lr_2

em que se usou o facto de (u,) ser uma sucessao de termos positivos em (1). Em (2) usou-se o seguinte raciocinio:
como (up) é uma progressao geométrica de termos positivos, entdo de modo a que seja decrescente tem de se
verificar que a sua razao é positiva e menor que 1,isto é,0 < r < 1.

Seja (S,) a sucessao cujos termos correspondem a soma dos primeiros n termos. Desta forma, us+us+- - -+ u10 =
S10 — S» = 510, vindo que:

1—rt0 1—1r? 510 "2 4y 1-(1/2) 1—(1/2)?

- \re) —51
1—r 1-r 1—12 X, T

510—52:510<:u1><

11 255
& 2u (— - —) —510 & 51;’1 — 510 & u; = 1024,

3. Quando (v,) é uma sucessao de termos negativos decrescente, tem-se que (v,) ndo é necessariamente uma su-
cessao limitada (serad apenas limitada no caso de ser convergente). Logo, () é falsa.

Se (v,) é crescente e é uma sucessdo de termos negativos, conclui-se que (v,) € limitada inferiormente pelo seu
primeiro termo e superiormente por 0. Desta forma, (v,) € mondtona e limitada, logo convergente. Logo, (ll) é
verdadeira.

Resposta: (C)

4. Consideremos os dois elevadores (designados por A e B). Reparemos que, escolhendo as pessoas para o elevador
A, ficam também automaticamente selecionadas as pessoas para o elevador B. Logo, podemos focar-nos primeira-
mente em distribuir as pessoas no elevador A.

De seguida determinemos as configuracdes possiveis para o elevador A considerando que o Bruno e o Alexandre
tém de ir neste elevador:
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5 pessoas no elevador A: *C; = 4

e 4 pessoas no elevador A: 4, =6

3 pessoas no elevador A: ici=4
2 pessoas no elevador A: Cy = 1

Este nimero de configuracdes deve ser complicado para ter em consideracdo que também sao validas para o
elevador B. Logo, tem-se que o nimero pedido é 2 x (4 + 6 +4 + 1) = 30.

5. A chave correta tem 4 opcdes A, 2 opcoes B, 2 opcoes C e 2 opcdes D. A opcao A é a opcao correta em questoes

consecutivas. Existem 7 configuracdes de quatro questbes consecutivas, pelo que a opcao A devera ser a resposta

para cada uma das questdes numa destas configuracoes.

Restarao, portanto, 6 perguntas para as quais a resposta é B, C ou D, vindo: 6C2 x 4Cyp x 2C2 =15x6 =90.

Logo, existem 7 x 90 = 630 chaves nas condicdes enunciadas pelo professor. Destas, uma s6 é a chave correta.
1

Logo, a probabilidade da chave do Miguel ser a chave correta é p = 630"

. Seja A o acontecimento “o artista musical é oriundo de Nova lorque”, e B o acontecimento “o artista musical é do

60 2 4 _
género Jazz". Desta forma, tem-se P(A) = 90 = 3 P(A|B) = e P(AN B) = 0. Tem-se:
_ 2 2 4 5
P(A)=P(ANB)+ P(ANB) & 3= P(A|B)P(B) +0 < 3= gP(B) < P(B) = 5
5
Logo, o Afonso ouviu 6 x 90 = 75 artistas de Jazz durante esse més.
Resposta: (B)
. Comoi®¥®=i"0x%x3=1x (—=i) = —i,vemque z = —3i. Logoz; = 3/,eportanto z; —z = =142/ —3i = —1—1.
Portanto (z1 — 23)° = (—1—1)° = (1+1)° = [(1+1)?]> = (1 +2i + 2)° = (2i)® = 8% = —8i = 83
(21 — z)° 8e 2 8e ™'z i(~2+
esta forma w cosf—isenB ~ cos(—B) + isen(—F) e 8e'\72 omo Re(w) + Im(w) = 0,
tem-se que o afixo de w pertence a bissetriz dos quadrantes pares, isto é, arg(w) = —% + 7k, k € Z.
Logo —g + & —% + k& = % + wk, k € Z, e portanto, para k = 0 tem-se § = —3%.

. Como [OABC] é um paralelogramo tem-se zc = za + zg. O nimero complexo z4 tem argumento 6 e pertence a
circunferéncia de raio p. Como o segmento [AB] é um lado de um pentagono regular centrado na origem, tem-se

2T
que o argumento de zg é 6 + 3 e o modulo é p. Vindo entao que:

. : 71' 2 2
zc = pe'® + pe’(”%) =p [cos@ + cos (9 + ;) +i <sen 0 + sen (9 + ;))] Como o afixo de z¢ pertence
37

2
ao eixo imaginario, tem-se Re(z¢) = 0, logo cos 8+ cos | 6 + % = 0. Das opcoes dadas, apenas a opcao 6 = 0

verifica a condicao.

Resposta: (B)

. As solugbes da inequacio deverdo pertencer ao intervalo D em que o logaritmo log,(4* — 3) tem significado:
D={xecR:4—3>0} =]log, 3, +oo[. Tem-se:

log,(4% —3) — 1
oga( )71 1 W logy (45— 3) = 1 < x > logy(4% — 3) < x+ 14 4% — 3 < 2F1

X

G2 2.2 -3<06 (2X-3)(2*+1)<0&2X-3<0e x<log,3

2
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10.

11.

12.
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em que se usou o factode x > 0,Vx € Dem (1). Em(2), usou-se o factode 2*+1 > 0,Vx € D. O conjunto-solucido
resulta de intersetar a condigdo obtida com D, vindo: | log, 3, +00[ N ]—o0, log, 3] = ]log, 3, log, 3].

_ 450 450 450
T 142301x0 7 14923 9 77
Mostremos que a equacao n(c) = 100 tem solucdo em ]0,12[. A fungdo n é continua em [0,12] pois resulta

do quociente de duas funcdes continuas (constante, e a soma de uma constante e uma funcio exponencial).

450
Como n(12) = m =~ 100,40, tem-se que n(O) < 100 < n(12)

10.1. Pretende-se mostrar que 3c €]0,12[: n(c) = 2n(0), em que n(0)

Logo, como n é continua em [0,12] e n(0) < 100 < n(12) fica provado, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy,
gue existiu um instante nos primeiros doze dias da infecio em que o niimero de plantas infetadas foi o dobro
do numero de plantas infetadas no momento em que o quimico foi detetado.

10.2. Uma vez que o aumento médio de plantas infetadas desde o momento em que o quimico foi detetado até o
instante t era de 4 plantas por dia, tem-se que a taxa média de variacdo de nem [0,t] é 4.
450 50
n(t)—n(0) _, . 142301 7 o Y
t—0 t
Recorrendo as capacidades graficas da calculadora pode ser resol-
vida a equacdo m(x) = 0. Para tal, esbocemos a curva m(x) =

—50

Tem-se entao que

14 23-01x y = m(x)
X

Conclui-se entdo que existem dois pontos que sido solucdes dessa

equacdo. A abcissas desse mesmos pontos correspondem aos instan- o / tp =10

testjetr: t; =10 e tp, = 99.

— 4 e averiguemos quais 0s seus zeros.

ty ~ 99 X

A funcio f é continua em R™ pois resulta do quociente de duas fungdes continuas (funcdo exponencial e funcao
afim) neste intervalo. Em |1, + oo[, a fungdo f também é o quociente de duas fungdes continuas (funcao irracional
e funcdo quadratica). Desta forma, a existirem assintotas verticais ao grafico de f, essas terdo equacido x = 0 ou
x = 1. Para tal determinem-se os limites lim f(x)e lim f(x).

x—0~ x—1t

_ Ve -1 -1 1 e¥?-1q1 1
lim f(x)= lim ——— = lim —— =2 lm ——=-x1=—
x—0~ x—0- X x—0" X 2 x50~ x/2 2 2

u

em que se usou o limite notavel |lim = 1 em (1). Desta forma, conclui-se que x = 0 n3o é assintota vertical

u—0 u
ao graficode f.

lim F() = lim X322 i (vx¥3-2) (Vx53+2) _  (VxF8) -2 1
x—1+ el (x =120 xo1r (x—1)2(Vx+3+42) xo1t (x—1)2 x—1t /X + 342
x—1 1 1 1 11 1 1 1

A =1 Vaiz Amx—1a T aXTro1 g or g ()=

de onde se conclui que x = 1 é assintota vertical ao grafico de f.

Como o segmento [OB] pertence a bissetriz do angulo COA tem-se que COB = COA/2 = %. Desta forma, as
3 3
coordenadas de B sao (cos (%) ,sen (%)) Uma vez que a abcissa de B é 7 tem-se que cos (%) =7
1

1w 1
osal cosa’

em

— 1
Como o ponto A tem coordenadas (1, tg @), tem-se que OA = /12 + tg? . = 4/ oo e
a

que se usou o factode cosa > 0, Vo € }Og [
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2
e o (3) o (3) - o (3) (10 (3)) - 200 (5) 12 (3) -
Note-se que cos a = cos (2 sen > cos > 1 — cos > 2 cos > 1 2 g
— 1
Conclui-se, tanto, OA=—=38.
onclui-se, portanto, que 1/8

13.
X x—0 B
g(x) g(x)—g(0)

13.1. Como o gréfico de g passa pela origem do referencial tem-se que g(0) = 0, e portanto

. Tem-se entao:

g(X)—g(U)
P S U 1 SRS SR S
«50 g(x) |img(><%g(0)_g’(O)_(0+1)sen0+(1—0)c050_1><0+1><0_1_ '

13.2. A segunda derivada de g, g, é dada por:
g’ (x) = ((x +1)senx + (1 — x) cosx)" = (x + 1) senx + (x + 1) (sen x)" 4 (1 — x)" cos x + (1 — x) (cos x)’
=senx + (x+ 1) cosx — cosx — (1 — x) sen x = x (cos x + sen x)

pelo que, em IR, os zeros de g” séo:

v
g”(x):0<:>x:O\/cosx+senx:0<:>x:0\/cosx:—senx@x:O\/cosx:cos(§+x>

<:>x:0\/x:g+x+27rk\/x:—g—x+27rk,kEZ(@x:O\/x:—%—Fﬂk,kEZ

Eq. Impossivel
™ T . - . - ™
Logo, em BCIAk as solucdes da equagdo acima sdo x = ~2 ex=0.

Através de uma tabela de sinal tem-se:

T T T
_- _- 0 i
X 2 4 2
g"(x) ND + 0 — 0 + ND
g(x) ND U p.i N p.i U ND
Conclui-se entdo que:
. . . T s
e 0 grafico de g tem concavidade voltada para cima em } —5 —Z} eem [0, 5 [;

e 0 grafico de g tem concavidade voltada para baixo em [~% 0} ;

s
¢ 0 grafico de g admite dois pontos de inflexdo nos pontos de abcissa x = 2 ex =0.

14. A reta tangente ao grafico de h no ponto de abcissa 1 (designaremos por r) é perpendicular a reta de equacio

y = —=x — 5 (designe-se por t), logo o seu declive, m,, é dado por m, = 2. Mais ainda, a reta r

2 )2
1
interseta a reta t no ponto de ordenada —4. Determinemos a abcissa desse ponto: 4 = ——x — 5 < x = —2. Isto
é, o ponto de coordenadas (—2, — 4) pertence a reta r de equagdo y = 2x + b,vindo —4 =2 x (=2)+ b < b =0.
Uma vez que a reta tangente ao grafico de h no ponto de abcissa 1 tem equacdo y = 2x, tem-se que h'(1) =2 e
b
h(1) = 2. Uma vez que h'(x) = (™ + blnx)" = ae®™ + - tem-se:
X
1
h(1) =2 e” " +binl =2 e? =2 a=1In2 a=1In2
, & . b &9 ., & &
H(l)=2 ae?” +I:2 ae?+b=2 2In2+b=2 b=2—-2In2

8
De ondevemquea—b=1In2—(2—2In2)=3In2—-2=1In8 —Ine®* =In <e2)
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15.
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Tem-se que:
1 1
1 ex X ex
lim [xsen (efx)] = lim |xsen{ — || = Ilim |xXx X —| = lim — x Ilim
X—>+00 X—>—+00 eX X—>+00 1 eX x—+o0o eX X—+00 1
ox ox
tem-se que:
. bs 1 1) 1 . . et
e |im — = < @ = 0, em que se usou o limite notavel |lim — = +oco,p € Rem (1);
x—+oo eX lim i +00 u—+oo UP
x—+00 X
1
sen ex 2) seny @) 1
o |im ——m— 2 lim 1, em que se usou a mudanca de variavel y = — tal que x — +o00 =
X—4-00 1 y—0t Yy ex
ex
+ . , . senu
y — 07 em (2). Em (3), usou-se o limite notavel I|m0 =1.
u— u

X
Desta forma, conclui-se que lim [xsen (e™¥)] = lim — x |m ———2% =0x1=0.
X——+00 l

FIM
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