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AOC - AG
1.1. Sendo 6 a amplitude do angulo OAG, tem-se que cos8 = ﬁ
[ <]
Tem-se que:

¢ AB=0-A=-A=(-1,-3,-2) logo||AC = I-17+ (-3 + (-2)? = V14

¢« AC=G-A=(2-13)-(132) = (1, - 41), logo ||A_G’|| =12+ (—42 +12= V18
— —
e AO-AG=(-1,-3,-2)-(1,-41)=-1x1+(-3)x(-4)+(-2)x1=-1+12-2=9

9 9 37
de onde resulta que cos = ———— = — = —,
Vidx V18 6/7 14
2 2 1 2 1 2 19 V19
Comol+tg 8= Stg f= —-leotg=——-1tg"0="—,logotgh =+——,ecomocosf >0e
V" o2 (ﬂ2 & %=9/28 & =grlogote 3
14

6 € [0,7], tem-se tg § > 0, e portanto tg § =

Vio
)

1.2. A superficie esférica que passa em todos os vértices do paralelepipedo tem centro, M, no centro da prisma, isto &, no
ponto médio de uma diagonal espacial. Por exemplo, M é o ponto médio do segmento [AF].

—
Note-se que F = G + BC, pelo que devem ser determinadas as coordenadas do ponto B.

Repare que B é o ponto de intersecdo da reta BG com o plano ABC. Como a reta BG é perpendicular ao plano ABC, o
vetor diretor de BG tem a mesma direcio do vetor normal ao plano ABC, isto €, a mesma direcio do vetor (2, -2, — 1).
Desta forma, uma vez que BG contém, naturalmente, o ponto G, uma equacao vetorial que define a reta é:
(x,v,z)=(2,-1,3) + k(2,-2,-1), ke R.

As coordenadas genéricas de um ponto da reta BG séo (2 + 2k, =1 — 2k, 3 — k). Desta forma, ao ponto B corresponde
o valor de k tal que:

22+2k)—2(-1-2k)-(3-k)+6=0=4+4k+2+4k-3+k+6=0=9%%=-9 k=-1.

Conclui-se, portanto, que o ponto B tem coordenadas (2 + 2(-1), -1 — 2(-1),3 — (-1)) = (0,1,4), logo tem-se:

F=G+ ﬁf} =G+C-B=(2,-13)+ (1,%,5) -(0,1,4) = (3, - %4) pelo que o centro do prisma, M, é entdo obtido

através de:
1
M_(XA+XF yatVyYr ZA+ZF)_ 1+3 3+(_§) 2+4 _ 253
- 2 2 2 o2 2 2 |T\Tar)

2. Areta r passa no ponto (3, — 2) e no ponto (0,4), pelo que a sua ordenada na origem, b,, é 4, e o seu declive, m,, é dado por

4—(-2
mr =5 _( 3 ) = % = —2. Logo, a equacgdo reduzidadaretar éy = —2x + 4.

O ponto B, zero de r, é entdo o ponto (xg,0), tal que 0 = —2xg + 4 & xg = 2.

1 1
A reta t é perpendicular a reta r, pelo que o seu declive, m;, é dado por m; = T35 Como t passa em (—4,0),
. _
1 1 1
tem-se y = myx + b, = 5X + b, tal que 0 = 5 (—4) + b, © b, = 2. Logo, a equacio reduzidadaretat é y = 5X + 2.
. . . , 1 5 4
O ponto C é tal que a sua abcissa xc pode ser determinada através de —2x- + 4 = 5Xc +2 & 5Xc = 2 xc = 3 A sua
12
4 12 Xg — Xa| X 2-(-4)x|Z| 36
ordenadaé y = -2 (E) +4 = 5 concluindo-se que a area do triangulo [ABC] é: Ixs ;‘l el = > | 21 = 5

Resposta: (C)
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3. A progressio geométrica (u,) tem primeiro termo de valor k e razio k. Desta forma, o termo geral de (u,,) é u,, = k- KM= k"

O produto dos primeiros 20 termos, P, é dado por:

1424420

1 2 3 20 S . . .
P=ui XuUuyXuzX- o+ Xutpyg=k Xk Xk XXk =k =k7,emqueS=1+2+---+20éasoma dos primeiros

+
20 termos da progresséo aritmética (v,) de termo geral v,, = n, vindo entdo: S = % x 20 =10 x (1 + 20) = 210.

Como P = 44100 tem-se k*'° = 44100 & k = (44100)"/%° ~

1,05.

4. Como [OACB] é um retangulo, sabe-se que o tridngulo [AOB] é retangulo em O. Desta forma, o argumento de zg, 0g,
obtém-se somando 5 radianos ao argumento de zy4, 0 4. Isto é, 0g = 04 + 5
O numero complexo zg pode ser entdo escrito como zg = |z,.3|e"9‘3 = 2ei(9A+§), e o numero complexo z4 pode ser escrito

io o ~
como zy = |za|e”* = €. Vem entdo:

(25)2 + (ZA)2 _ 2261'(2(9A+§)) + ei(ZGA) _ 4ei(29A+7r) + |ZA|2ei(2eA) _ (4ei7r + 1) ei(20A) _ _3ei(29A) _ 3ei(29A+7r)‘
T s ™ 37 2 2
Como Im(z4) > Re(z4) > 0, tem-se 7 < 04 < 79 5< <& 5 < 204+ < 27, logo o afixo de (zg)” +(z4)” pertence

ao quarto quadrante.

Resposta: (D)

5. Como i*™* = i*" x> =1x(-i)=-ie (\/Ee"(%))3 = (\/5)3 &%) 2\/§(cos(3%) +isen (3—”)) =2 2(—@ + i@) = -2 +2i:

4 2 2

B+ pmoi (B-i)-) _Bis? —1-y8 1 V3. oroz e L. V3,
Z = = - = = = = —Z - — ,OgOZ———+—,

24 (=2+2i) 2i 2(i) (—i) 2(-1?) 2 2 2 22
Como o afixo de w esta situado no semieixo imaginario negativo tem-se w = —|w|/, tal que:
Ziwe -t B e E (B )

202 T2 2
_ V3
ComoAr(gJ,W)__‘r’_”@M_t _or @LM_E@@_| |__@@|W|_ﬁ+@@|w|_&
& 76 T Rez+w) o\ 6 1 03973 G “27"% T3

de onde se concluique w = ———i =

2/3. 23 j-z)
3 Te .

6. Seja nalinha do Triangulo de Pascal tal que o valor do seu sexto elemento, "Cs, é igual ao valor do seu décimo oitavo elemento,
"Ci7.0ra"Cs =" Ci7 & n—5=17 & n=22. Logo, b= >Cs5 = 26 334.

. . L 23 23 .
A linha seguinte € a linha 23 que tem 24 elementos. Como “"C, < b < (s, conclui-se que os elementos de ordem menor
igual a 4 e, por simetria, os elementos de ordem maior que 19 sdo menores que b. Isto &, existem 10 elementos cujo valor é
menor que b. Como nio existe nenhum elemento igual a b, pode-se concluir que os restantes 14 elementos sdo maiores que

. o 14T
b. A probabilidade pedida é entio 5= 1o

Resposta: (D)

7. Os numeros formados multiplos de 5 terminam com um algarismo O ou um algarismo 5:

e caso terminem com um algarismo 0: considerando que o outro algarismo 0 ndo pode ocupar a primeira posicao, é neces-
sario colocar este algarismo numa das outras 4 posicoes, o que pode ser feito de 4 formas. Os restantes dois algarismos 5
. . 4 2 . - , . .
e dois algarismos 6 podem ser colocados de "'C, x “C, = 6 formas. Existem entdo 24 nimeros nestas condigoes.

e caso terminem com um algarismo 5: considerando que os algarismos O ndo podem ocupar a primeira posicao, é necessario
.~ . 4 N .
colocar estes numa das outras 4 posicoes, o que pode ser feito de 'C, = 6 formas. Os restantes trés algarismos (um
. . . 3 2 . ~ . .~
algarismo 5 e dois algarismos 6) podem ser colocados de “C; x “C, = 3 formas. Existem entio 18 nimeros nestas condicdes.

Conclui-se que existem 18 + 24 = 42 nimeros nas condi¢des do enunciado.

Resposta: (A)
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8. Seja A o acontecimento "O membro do clube frequenta a piscina", e B o acontecimento "O membro do clube frequenta a sala

10.

de musculagdo". Do enunciado, vem que: P(A)

2P(AnB), e P(A|B) = =

1
2P(B). P(AUB) = .

Pretende-se determinar P(A). Tem-se que:

P(AUB)=2P(Zn§)=}P(AUB)=2(1—P(AUB))(:>P(AUB)=2—2P(AUB)=)3P(AUB)=2(:>P(AUB)=g
Logo:
PIAUB) =3 & P(A)+ P(B) - P(An B) = = = P(B)+ P(AnB) = 5 & P(B) + P(B) x P(AIB) = 5
) 11 2 5 2 1 1/2 3
1 3 3
detalformaqueP(A)—ng—%.
-1(3
. Como f (5) =2, tem-se f(2) = 5 logo:
kx2 3 2k 3/2 2k-2 2\3/2 2k-2 2 2k-2
f(2)=§=)log4(2 +2x2)=§(:)2 +4=4" o427 +1)= ()" o2 t1=F 2" =1

S2k-2=0 k=1

Resposta: (A)

10.1. Tem-se:

10.2.

)= (456" +12t) ™) = (4,56 + 12t)’ "+ (4567 +12t) () = (9t +12)e” " + (4,57 + 12t)(—")

="' (9t +12-4,5t" - 12t) = € (-4,5¢° - 3t + 12)
pelo que os zeros de n' s3o:
> 0,Vt €[0,6]. Os zeros de

n(t)=0e " (—4,5t2 -3t+ 12) =0 e "=0vV —45t—3t+12=0,vistoque e’ "

Impossivel
n' sdo entdo as solucdes em [0,6] da equacio —45¢> -3t +12 =0:
—(-3)+/(-3)> =4 x (—4,5) x 12 + -
4534120 te (-3)+/(-3) (-4.5) _3%V2%5 _ 3+15 . 3-15
2 X (—4,5) -9 -9 -9
4
St=-2Vit= §
pelo que se conclui que olinico zerode n' é t = 3
Estudando o sinal de n' vem:
t 0 4/3 6
n'(t) + 0 - -
n(t) min. 2 Max. N min

de onde se conclui que o nimero de visitantes a ver o antncio do Afonso foi maximo 4/3 dias apds ter sido publicado,
isto &, 4/3 x 24 = 32 horas apds ter sido publicado (8 horas de terca-feira).

As 0 horas de quarta-feira equivale t = 2. Logo, o nimero de utilizadores a ver o antincio do Afonso nesse instante é
n(2) = 42. Como existiam 100 utilizadores do site na seccdo de consolas, conclui-se que 58 desses nio estavam a ver o
anuncio do Afonso.

A probabilidade de, selecionando 4 utilizadores entre os utilizadores do site na seccdo de consolas nesse instante, pelo
58

= 0,89.

.. L. 4
menos um estar a visitar o antincio do Afonso pode ser dada por p =1 - T00C
4
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11. Tem-se (g o f) (x) = g (f(x)) tal que:

(
g(f(x)) = 2(cos (x + %))2 ~1%2c0s? (X + %) - (sen2 (x + %) +cos’ (X + %)) = cos’ (x + %) — sen’ (x + %)

e (2 (x + %)) = cos <2x + g) 9 —sen(2x)

em que se utilizou a férmula fundamental da trigonometria sen2 0+ cos2 6 =1em (1), o facto de cos(20) = cos2 6 - sen2 6 em

(2), e a reducao cos (9 + %) = —senf em (3).

Resposta: (B)

g(x)

12. Como a reta de equacao y = 2x — 1 é assintota do grafico da funcao g, funcdo de dominio R", tem-se que lim - = 2.
X—>+00
Desta forma tem-se que:
In (&) — |
o Infg(x)]+x o nfg(x)] . x  In[g(x)]-Inx+Inx {57~ inx
lim ——————— = lim + lim = = lim +1=1+ lim ——
X—=+00 X X—+00 X—+00 X—+00 X X—+00
glx) ( i M)
—14+ i ln(T) _ i In x @1, In X|—|>Too ) 0214 In2 _1
=i oM T oo X lim x N +00
X—=+00
.. . . o . X
em que se utilizou o limite notavel lim nx._ 0em (1), e o factode lim E =2em(2).
x—>+00 X x—>+00 X

Resposta: (B)

13.

13.1. A reta tangente ao grafico de f no ponto a tem declive f'(a). Como esta reta é paralela ao eixo Ox, tem-se que f'(a) = 0.

Como a > 2, tem-se que a derivada de f para x > 2 é dada por:

f'(x)=( X_1+In(x—1)) =4x( x—l) +(In(x=1)) =4x —( 1))2 +(X_11) =4x(—XJi_1)+Xi1
2 1 x-1-2

(\/X—l) (x=1) Tx-1T (\/x—l) (x-1)
Como f'(a) = 0, tem-se:

L2 g T 220 A (T ()40 VET 1228 Lo a- 1240 an5
(Va=1) (a-1) ey

pelo que se conclui que o valor de a é 5.

fla)=0 &

13.2. Afuncdo f é continua no ponto x = 2se e sé se lim f(x) = f(2) = lim f(x). Tem-se que:

x—-2% x—2"

lim f(x)=f(2) = +In2-1)=4+In1=4
x-2" V2-1
. ¥t ax—3y . Uy 103 14y -1y
lim f(x) = lim —————— = |i = lim ———— =-2 lim - lim =
x—27 x—27 2-x y-0" 2- (y + 2) y—0" -y y-0~ 2y y-0" Y

2 e -1 3)

=-2X |lm ——-1=-2x1-1=-3

290" 2y

em que se usou a mudanca de varidvel y = x — 2 em (1). Repare-seque x » 2 = y -» 0 ,eaindax = y + 2. Em (2),
utilizou-se o factode y - 0~ = 2y - 0. Por fim, utilizou-se o limite notavel Iin?) € -~ 1em(3).

Como lim f(x) # lim f(x), tem-se que f n3o é continua em x = 2.

x—27 x->2%
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14.

15.
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O grafico da fungédo cuja expressdo analitica é h(x — 2) obtém-se através de uma translacdo horizontal do grafico de h em 2
unidades no sentido positivo. Desta forma, tem-se que a tabela de sinal de g" é:

X —00 2 3 +00
h(x = 2) - 0 +
2-x - - -
g'(x) + 0 + 0 -
g(x) u u p.i N

De onde se conclui que o grafico de g admite exatamente um ponto de inflexdao no ponto de abcissa 3, e que o grafico de g
tem concavidade voltada para cima em [-2, — 1]. Logo, a afirmacao |) é verdadeira e a afirmacao Il) é falsa.

Resposta: (B)

2 2 2
Repare-se que g(x) = X _ X 1= cosx _1 —l+ (cosx 1 +§>§ VxeD
X2 X x "2] 71 x 2] Ti%y 5

COS X 1_0g)2 _
< 5= COS X = X.

Seja f a funcido, de dominio [1,2], definida por f(x) = 2cos x — x. A fungdo f é obtida através da diferenca de duas funcées
continuas (trigonomeétrica e afim). Desta forma, conclui-se que f é continua em [1,2].
Como f(1) =2cos1—-1=0,08e f(2) = 2cos2 — 2 = —2,83, tem-se que (1) x f(2) < 0. O Corolario do Teorema de Bolzano-

Cauchy garante ent3o que existe, pelo menos, uma solucio da equagdo f(x) = 0, isto é, da equacdo 2 cos x = x em ]1,2[. Esta
entdo garantida a existéncia de, pelo menos, um minimizante da funcio g em ]1,2[.

Repare entdo que g admite um minimo quando

y
Na figura ao lado esta representada parte do grafico de f. Recorrendo as capacida-
des graficas da calculadora poderdo determinar-se as solucées da equacio f(x) = 0.
Conclui-se entio que f admite um e um s6 zero em ]1,2[, no ponto de abcissa 1,03. 1,03 X

Conclui-se, portanto, que o minimizante de g em ]1,2[ é 1,03. O|

FIM
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