Proposta de Resolucao
Prova Modelo 4 ¢ 2019

Caderno 1

1.1. O ponto A pertence a superficie esférica e ao eixo Ox, logo as suas coordenadas sdo (x4,0,0), tal que:

5\° 3\? 1\? 11 5\ 1 5 1
<XA2> +(02) +<02> 4<:><XA2> —Z@XA—EZEE@XA—2VXA—3

e como a abcissa de A é menor que 3, vem que A(2,0,0).

Repare-se que o ponto médio do segmento [EG], M, pode ser obtido através de M = Cs + /ﬁ em que Cs
€ o centro da superficie esférica. Logo:
531

1111
M— C5+ F_A— (2,2,2> +(0, — 1,5) - (2,0,0) - <2,2,2>

1.2. O plano EFG é perpendicular a reta AF, pelo que o vetor normal de qualquer plano paralelo a EFG tem a
mesma diregdo do vetor /ﬁ =(0,—15)—(2,0,0) = (-2, — 1,5). Desta forma, uma equacdo do plano é
—2x—y+5z4+d=0.

O ponto C pode ser obtido tendo em conta que o centro da superficie esférica é ponto médio do segmento
[AC], tal que:
2+ xc

SXxc=3Nyc=3Nzc=1

/N
N O
N w

1>_<XA+XC ya+yc ZA+ZC><:> 0+ yc
'2 2 2 2 2
0+ z¢
2

Desta forma o ponto P tem coordenadas (—3, — 3, — 1), e substituindo na equa¢do do plano obtém-se:
—2%x(=3)=(-3)+5%x(-1)+d=0&d=—4.

N = NIw N ot

A equacido do plano pedido é —2x — y +5z—4 =0.

2. Seja n o nimero da linha do Tridngulo de Pascal tal que o nono elemento tem igual valor ao décimo quarto, isto
é, tal que "Cg = "Cy3. Desta equacio resulta que n = 13 + 8 = 21, e a soma de todos os elementos da linha
anterior € 220 = 1 048576.

Resposta: (C)

3.1. Seja A o acontecimento “O Nuno venceu3a partida”, e g o acontecimento “A partida foi disputada em terra
batida”. Do enunciado vem que P(A) = T P(A|B) = e P(B|A) = =

Pretende-se determinar o valor de P(B).

P(AIB) = g P(A(E)B) géP(AﬂB) fP(B)

P(BIA) =~ © W:iﬁP(BOA):jxngo

Repare-se que

P(B) = (AﬁB)+P(ZﬁB)<:>P(B):P(A)fP(Aﬁ§)+P(KﬂB)<:>P(B):gf%JrgP(B)@
2P(B) = o & P(B)= 30 = -

deondevemqueP(E):l—P(B):l—gzg.
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3.2. O Anténio e o Guilherme ficardo sentados lado a lado numa das filas. Existem 2 formas de escolher a fila
em que se sentardo, e 2! x 3 formas de se dispérem juntos nessa fila.

O Tomas e o Vasco sentar-se-3o frente a frente, pelo que existem 2 pares de lugares frente a frente (o
Anténio e o Guilherme estdo sentados lado a lado nos outros dois pares de lugares frente a frente, pelo que
ndo é possivel o Vasco e o Tomas se sentarem frente a frente nesses pares de lugares). Repare que o Tomas
e o Vasco ainda podem permutar de lugares de 2! formas.

Por fim, o Nuno e o Rodrigo poderdo sentar-se em quaisquer 2 lugares entre os 4 que restam, pelo que
podem fazé-lo de A, formas.

O resultado pretendido é entdo 2 x 2! x 3 x 2 x 2! x *A, = 576.

4. Em ambos os churrascos, o Tomas retira os tomates do grelhador quando estdo a 80°C, pelo que T; = 80, e
espera que eles atinjam os 40°C, pelo que T = 40.

No churrasco de Verdo, os tomates foram deixados ao ar t
livre a uma temperatura trés vezes maior do que a respetiva

ao churrasco de Inverno, isto € TY, = 3T em que TY 17728 F-----mmmmmmmmmmmeeee
representa a temperatura ao ar livre no churrasco de Verdo,
e T;O representa a temperatura ao ar livre no churrasco de
Inverno.

Q /
O tempo que o tomate demorou a arrefecer até os 40°C t=1952In (Zg - ; >
no churrasco de Verdo, tV, foi o quadruplo do tempo que ’
o tomate demorou a arrefecer até os 40°C no churrasco de
Inverno, t', isto é t¥ = 4t', logo:

_TV _ 7l
48,81In <80T°°> =4 x48,81In (M> <

40-TV 40— T
80 — 3T/ 80— T

Tal como a figura ao lado sugere, e recorrendo as capa-
cidades graficas da calculadora, é possivel concluir que a
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solucdo da equagdo acima é Téo = 12,97, pelo que a tem- i

peratura no Churrasco de Inverno era aproximadamamente

de 13°C. 0 12,97

5. Como A, B, C e D sdo vértices consecutivos de um poligono regular de 14 lados, pelo que se pode escrever:

2T 3
arg(z) = arg(z1) + 3 x 7= arg(z) + — e |2o| = |z1] = V22 + 42 = V20 = 2V/5
e como arg(z;) = tan~! (4/2) = tan~1(2) = 1,107, vem que z = 2v/5¢/(1107+F) tal que:
3
Im(2) = 2v/5sin (1.107 + 7”) — 2,84,

Resposta: (C)

6. A reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 0 tem declive '(0), tal que:

1 1
f/ — 2x0 =1 — =9
(0)=e +7(0_1)2 +1
A reta tangente contém o ponto de coordenadas (3,1) e o ponto de coordenadas (0,7 (0)), pelo que vem:
f(0)—1
%:2®f(0)—1=—6®f(0):—5.

Resposta: (B)

oo
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10.

11.

Sabe-se que o valor da soma dos primeiros cinco termos de uma progressdo aritmética (u,) € o dobro do valor da
soma dos cinco termos consecutivos da progressdo, a partir do sexto, incluindo-o, isto é Ss = 2 X (S19 — Ss), em

que (S,) representa a soma dos primeiros n termos de (u,), de tal forma que S, = h er i o n. Tem-se entdo
que:

3 n+u 3 u + U 15
55:2510~255@510:§55@% x10= 3 x (”;5 ><5> & 5 (ur + tro) = - (11 + ts)

Como u, = uy + r(n— 1), em que r representa a razdo da progressdo aritmética, vem que us = uy + 4r e
tu1g = up + 9r, logo:

15 15 5
5(up+u,+9r) = " (up + up +4r) < 10wy + 45r = 7u1 + 15r & 30r = _§U1 Sy =—12r

Desta forma u, = vy +r(n—1) = —12r + rn—r = —13r + rn, a progressio anula-se no termo de ordem 13.

Tem-se que x(0) = x(4) = 1, de tal forma que o periodo do oscilador é T = 4.

2m 27 ™
Desta forma, tem-se: T = m Sw=—

4 2

. . T
A amplitude do oscilador é 3, pelo que se pode escrever x(t) = 3 cos (Et + (p), em que @ € [0,27[ é a fase do
oscilador.

Logo: x(0) =1« 3cos(p) =1« @ =cos *(1/3) =1,23.

Resposta: (A)

Caderno 2

Tem-se que:

. ( . 7r> s
e sinlarcsin - ) = &
8 8

arcsin | sin om arcsin (s'n ( W)) T (repare que T < arcsinx < 7r)
[ ) | n — = | | —_— = —— —_ N x —
8 8 g \cracdue Ty = =2

logo sin (arcsinﬁ>—arcsin sing—7T —E—(—E)—zl—ﬁ
J 8 g )" 3 8) "8 " 4

Resposta: (D)

Como 2 =i® x 2=1x(-1) = —1, vem que:
%2 +3i —-1+3i (=1+3)(3—1) —3+4i+9i—3/2 10/
=1 — =1 — =1 - — =1 - =14+—=1+
a * 3+ + 341 + CEMICET)) + 32— )2 +1O i
O ponto A é entdo afixo de zg =1 — .
Como z, = e’%, vem que (22)8 — ol(BxF) = gi3m — —1, e B é o afixo de —1.

Se o namero complexo w & imaginario puro, entdo Re(w) = 0. Designe-se por b a parte imaginaria de w, tal que
w = bi.

Como o afixo de w pertence a mediatriz do segmento [AB], tem-se que |w — Zi| = |w — (2)?], isto &:
bi—(1=0)|=bi—(-1)|<|—1+i(b+1)] =1+ bi| & V(=12 + (b+1)2 =12+ b2

1 1
@1+b2+2b+1:1+b2<:>2b:—1<:>b:—§:>W:—EI

O grafico de g obtém-se através de uma translacdo vertical do grafico de f de duas unidades no sentido negativo,
X
logo g(x) = f(x) — 2 =log, x — 2 = log, x — log, 4 = log, (Z)

Resposta: (D)
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Resposta: (B)

13.

13.1. Assintotas Verticais

A funcdo f & continua em R™, pois resulta do quociente entre funcdes continuas (polinomial e a soma
de fungdo logaritmica com fungdo polinomial). Desta forma, resta averiguar a possibilidade de existir uma
assintota vertical em x = 0. Para tal, determine-se o valor de lim f(x), tal que:

x—0t

X 0 0 0
Iim f(x) = lim = = = =0
x—30+ (*) x=0t I x +x2  In?(0F)+0 (—00)?2 +o0

de onde se conclui que f ndo admite qualquer assintota vertical no seu grafico em R™.

Assintotas Horizontais

Deve-se averiguar a existéncia de uma assintota horizontal ao grafico de f quando x — +oo, determinando

o valor do limite lim f(x), vindo:
X—+00
. 1
x im =
. . X . 2 x—+oo X 0
lim f(x)= lm ————= lim —=* = 5 == =0
X—r+00 x—+00 In? x + x2 X—4-00 |n2X +1 lim (M) 41 02+1
X X——4o00 + X
. o , ) Inx
onde se utilizou o limite notavel |Iim — =0.
X—=4+00 X

Conclui-se entdo que y = 0 é assintota horizontal do grafico de f quando x — +oo.

13.2. Em ] — 3,0[ tem-se:

f'(x) = (x+3)In(x+3)+ (x+3)(In(x +3)) = (2x) = In(x + 3) + (x + 3) x -2

x+3
=In(x+3)+1-2=In(x+3)—-1

talque f'(x) =0 In(x+3)—1=0&In(x+3)=1&x+3=e& x=e—3.

Estudando o sinal de ¢':

X =3 e=3 0

f'(x) n.d — 0 + n.d
f(x) n.d AV min. Ve n.d

Conclui-se entdo que a fungdo f é decrescente em | —3,e — 3], é crescente em [e — 3,0[, e admite um minimo
no ponto de abcissa e —3 tal que f(e—3) =(e—3+3)In(e—3+3)—2(e—3) =eln(e) —2e+6=6—e.

14. Tem-se:
> < (\/§)X+4—3<:>2X§ (21/2)X+4—3<:>2Xg2%+2—3<:>2x§2X/2><22—3
S <Ax 24362 —4x2/?43<0
tal que 2X — 4 x 224+ 3=0¢ (2x/2)2—2xex/2+320, pelo que tomando y = 2*/2 vem:
V2—4y+3=0a(y-3)(y—-1)=0ey=1Vy=322=1v2/?=3

X X
@520\/5:|0923®x:0\/x:2I0923

Pelo que o conjunto solugdo da inequagdo é [0, 2log, 3].
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15. A funcdo " existe, pelo que f’ é diferenciavel, logo é continua. Como f'(0) x f’(1) < 0, vem pelo Teorema
de Bolzano-Cauchy que 3¢ €]0,1[: f’(¢) = 0, e como em ]0,1[ tem-se que f”(x) > 0, vem que f"(c) > 0, e
portanto o grafico de f admite um minimo relativo no ponto de abcissa c.

Resposta: (B)

16. Tem-se que:

2
AC.BD - (A6 +B¢) BB 486D + B 55 - B (B¢ + CB) - BC-BC+ 6¢. B - &Y
——r ——
=0() =0 (i)
em que (/) é valido, uma vez que a reta r & tangente a circunferéncia, i.e, qualquer vetor contido na reta é
perpendicular a um vetor que contenha o centro da circunferéncia e o ponto B, e (ii) é valido porque o angulo
BCD esta inscrito num arco de 180°, pelo que tem amplitude 90°.
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