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PROPOSTA DE RESOLUÇÃO 
 

1. 

 

1.1. Tem-se que ( )nu  é uma progressão aritmética de razão positiva, pelo que nu →+  e portanto: 

 

( )
1 1 1

lim 0
limn nu u

= = =
+

 

 

A sucessão ( )nv  é limitada, pois 1 cos 1
2

n 
−   

 
, para todo o n  natural. 

 

Assim, como 
1n

n

n n

v
v

u u
=  , vem que 

1
lim lim 0n

n

n n

v
v

u u

   
=  =   

   
 (o limite do produto entre um infinitésimo, sucessão que tende 

para zero, e uma sucessão limitada é zero). Logo, a sucessão de termos geral n

n

v

u
 é convergente o que implica que é limitada, 

concluindo-se que as afirmações das opções A e C são verdadeiras.  

 

Logo, só a opção B pode ser a falsa, pois caso fosse verdadeira, então a sucessão de termo geral 
n

n

n
v

u
+  seria 

convergente e portanto também seria limitada, o que implicaria que todas afirmações eram verdadeiras. 

 

Apesar de já sabermos qual é a resposta correcta, vamos provar que a afirmação de D é verdadeira e que a de B é falsa.  

 

▪ ( )nu  é uma progressão aritmética de razão positiva, pelo que sendo r  a sua razão, com 0r  , vem que: 

 

( )1 11nu u n r rn r u= + − = − +  

 

Logo, 
1

lim lim lim
n

n n n

u rn r u
= =

− + r n

1

r
= , pelo que como 

1

r
 , vem que a sucessão de termo geral 

n

n

u
 é 

convergente e portanto é limitada. Assim, como ( )nv  é limitada e como a soma entre duas sucessões limitadas é ainda 

uma sucessão limitada, vem que a sucessão de termo geral 
n

n

n
v

u
+  e limitada, pelo que a afirmação da opção D é 

verdadeira.  
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▪ Já vimos que 
1

lim
n

n

u r
= , sendo r  a razão da progressão aritmética ( )nu  

 

A sucessão ( )nv  só toma três valores distintos, 1− , 0  e 1 , de facto: 

 

1 cos 0
2

v
 

= = 
 

; ( )2 cos 1v = = − ; 3

3
cos 0

2
v

 
= = 

 
; ( )4 cos 2 1v = =  

 

5

5
cos 0

2
v

 
= = 

 
; ( )6 cos 3 1v = = − ; 7

7
cos 0

2
v

 
= = 

 
; ( )8 cos 4 1v = =  

 

ou seja, os termos repetem-se de quatro em quatro (a sucessão é periódica de período fundamental 4 ). Assim: 

 

▪ reparando nos termos de ordem ímpar, o seu valor é sempre 0 , pelo que se n  é ímpar, tem.se que: 

 

( )
1 1

lim lim lim 0n n

n n

n n
v v

u u r r

 
+ = + = + = 

 
 

 

▪ reparando nos termos em que ordem é um múltiplo de 4 , o seu valor é sempre 1 , pelo que se n  é um múltiplo de 4 , 

tem-se que: 

 

( )
1 1

lim lim lim 1 1n n

n n

n n
v v

u u r r

 
+ = + = + = + 

 
 

 

Logo, como 
1 1

1
r r
 + , vem que a sucessão de termos geral n

n

n
v

u
+  não tem limite e portanto não é convergente 

concluindo-se que a afirmação da opção B é falsa. 

Resposta: B 

 

1.2. Seja r  a razão da progressão aritmética ( )nu  

 

Tem-se que: 

 

▪ 
3 1

2 1

1 2 3 1 1
2

1
3

1 1 19 2 9 3 3 9 3 3
u u r
u u r

u u u u u r u r u r u r u r
= +
= +


+ + =  + + + + =  + =  + =  = −  

 

▪ ( )
5 1 1

14 1

5 14 1
4 3
1

1

3

166 4 13 66 2 17 66 2 3 17 66 6 2 17 66
u u r u r

u u r

u u u r u r u r r r r r
= + = −
= +

+ =  + + + =  + =  − + =  − + =   

 

                            1

60
15 60 4 3 4 1

15
r r r u =  =  =  = − = −  
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Assim, ( ) ( )1 1 1 1 4 1 4 4 4 5nu u n r n n n= + − = − + −  = − + − = − , pelo que a soma dos cinquenta primeiros termos 

de ( )nu  é igual a 1 50
1 2 50

1 4 50 5
50 50 97 50 4850

2 2

u u
u u u

+ − +  −
+ + + =  =  =  = . 

 

▪ sabemos que os termos da sucessão ( )nv  se repetem de quatro em quatro: 1 0v = , 2 1v = − , 3 0v =  e 4 1v = , 

repetindo-se este padrão. Assim, como 1 2 3 4 0 1 0 1 0v v v v+ + + = − + + = , vem que: 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 45 46 47 48 0v v v v v v v v v v v v v v v v+ + + = + + + = + + + = = + + + =  

 

Mas: 

 

▪ 49

49 48
cos cos cos 24 cos 0

2 2 2 2 2
v

    


       
= = + = + = =       

       
 

 

▪ ( ) ( )50

50
cos cos 25 cos 1

2
v


 

 
= = = = − 

 
 

 

Pelo que a soma dos cinquenta primeiros termos da sucessão ( )nv  é igual a: 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 45 4 4

0

6 7 48 49

0 0 0

50

0

0 0 1 1v v v v v v v v v v v v v v v v v v+ + + + + + + + + + + + + + + + + + = + − = −  

 

∴ A soma dos cinquenta primeiros termos da sucessão ( )nw , definida por n n nw u v= +  é igual a: 

 

1 50 1 2 50 1 5

4 5

2

8 0 1

0 4850 1 4849w w u u u v v v

−

+ + = + + + + + + + = − =  

 

2. Se 20

nC  é o maior elemento da linha n , então é o elemento central dessa linha, pelo que antes dele estão vinte 

elementos, do 0

nC  ao 19

nC , e após estão outros vinte, do 21

nC  ao 40

nC : 

 

0 1 2 19 21 32 8

2

39 4

0

0

20

0... ...n

e

n

maior
lem

n

l

n n n

e emento

n

s elemen s

ento

to

n nC C C C C CC C C


 

 

Portanto, a linha n  é a linha 40  que tem 41  elementos, pelo que o número de casos possíveis é 41

3C . 

 

Assim, como 40n = , vem que 
1 1 39 39 40

9 10 9 10 10

n nC C C C C− −+ = + =  , pelo que o outro elemento da linha 40  com o 

mesmo valor do que 40

10C  é 40 40

40 10 30C C− = : 

 

40 40
10 10

40
10

40 4040 40 40 40 40 40

0 1 10 30 39 40

1

40

11 20 29

1 1119

... ...... ...

elementos coelementos com valor elementos com valor

in
m valor superio

ferior ou igual a C inf u
r a

erior o ig
C

ual a C

C CC C C C C CC  



Jorge Penalva | José Carlos Pereira | MathSuccess 

 Matemática A | Exame Nacional do Ensino Secundário | Exame Modelo 10 | Julho de 2021 | 12 

 

 

Portanto, para determinarmos o número de casos favoráveis escolhem-se dois elementos entre os 19  com valor superior 

a 40

10C  (representados a encarnado) e um elemento entre os 22  com valor inferior ou igual a 40

10C (representados a 

azul), o número de maneiras de o fazer é 19 22

2 1C C , ou escolhem-se três elementos entre os 19  com valor superior a 

40

10C , o número de maneiras de o fazer é 19

3C . 

 

Assim, o número de casos favoráveis é 19 22 19

2 1 3C C C +  e a probabilidade pedida é 
19 22 19

2 1 3

41

3

0,44
C C C

C

 +
 . 

 

3. Vamos começar por agrupar a Ana, a Bruna, o Carlos, a Diana e o Ezequiel num bloco: 

 

 
 

 

Assim, o bloco e os restantes sete amigos permutam entre si de 8! maneiras distintas (o bloco e os sete amigos é 

equivalente a termos oito amigos a permutarem entre si, o bloco conta como uma pessoa). Falta de quantas maneiras 

podemos distribuir Ana, a Bruna, o Carlos, a Diana e o Ezequiel dentro do bloco. 

 

A Ana e a Bruna não podem ficar lado a lado, pelo que têm de ocupar posições entre os restantes três ou nas pontas, 

isto é, podem ocupar duas de quatro posições: as duas entre os restantes três mais as duas nas pontas. Essas 

possibilidades estão indicadas pelas setas na figura seguinte: 

 

 
 

Logo, das quatro posições que a Ana e a Bruna podem ocupar escolhem-se duas, o número de maneiras de o fazer é 
4

2C . Para cada uma destas maneiras a Ana e a Bruna permutam de 2!  maneiras nas duas posições escolhidas e os 

restantes três amigos permutam de 3! nas suas posições. Portanto, dentro do bloco, os cinco amigos podem sentar-se 

de 4

2 2! 3!C    maneiras distintas. 

 

∴ Nas condições do enunciado, os cinco amigos podem sentar-se de 4

2 2! 3! 8! 2903040C    =  maneiras distintas. 

 

Resposta: B 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8!
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4. Sejam A  e B  os acontecimentos: 

 

:A «a bola retirada é encarnada» 

 

:B «a bola retirada está numerada com um número par» 

 

Do enunciado, tem-se: 

 

▪ 30%  das bolas são encarnadas, ou seja, ( ) ( )
3

0,7
10

P A P A=  =  

 

▪ entre todas as bolas encarnadas, 5  em cada 12  estão numeradas com números pares, isto é, ( )
5

12
P B A = . 

 

Portanto, ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

0,3

5 5 5 1
0,3

12 12 12 8P A

P A B
P B A P A B P A B

P A =


=  =   =    =  

 

▪ 52,5% das bolas são pretas e estão numeradas com um número par, ou seja, ( ) 0,525P A B =  

 

Portanto, ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
21

0,525
40

1

8

1 21 21 1 13
0,525

8 40 40 8 20
P B P A B

P A B

P A B P B P B P B
=

− 
 =

 =  − =  = +  =  

 

A probabilidade de a bola retirada ser encarnada, sabendo que está numerada com número par é dada por ( )P A B . 

 

Portanto, a probabilidade pedida é ( )
( )

( )

1

20 48
13 8 13

20

P A B
P A B

P B


= = = =



5

2 4





5

2613
=


. 

 

5. A função g  é contínua em  1,− + , pelo que é contínua em x k=  e portanto ( ) ( ) ( )lim lim
x k x k

g x g x g k
− +→ →

= = . 

 

Assim: 

 

▪ ( )lim lim
x k x k

g x x k
+ +→ →

= =  

 

▪ ( )g k k=  
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▪ ( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

0

0

,

0

0

0

limlim

lim lim lim
sen sen sensen

lim lim
y x k x y k

Logo k x

k

x k y

x

y
x k x k

x k
yx

x k x k x k

x k k yy

y k e kxe k xe k

xe k yx kx k

x

g x
k x k x yk x

kk x y

−
−

−

− − −

− − −

 
 
 

= −  = +
− =− − =−

→

− −

−
→→

→ → →

→ →→

+ −− −

− −= = = = =
−

−

−

− −−

−

 

  

             
( ) e

0

sen n

0

0

s

limlim

sen
lim

Limite notáve

y y
A função seno

é

y y

yy

p ym ar

l

í

yye k e k

y

y

y

−
−

−

−

→→

→

=−

+ −

= =

−

ye

y

( )
0

0

0

1
lim

1
lim 1 1 1

1

Limite notáve

y

l

yy

y

k e

y e
e k k k

y

−

−

→

→

−
+

−
= − −  = − −  = − −

−
 

           

Logo, 
1

1 1 2
2

k k k k− − =  − =  = − . 

 

6. Seja z x yi= + , com ,x y  

 

Tem-se que ( ) ( )
2 2

16z z z z x yi+ − − =  + x yi+ −( ) ( )( )
2 2

16x yi x yi− + − − =   

 

                                                             ( )
2

2x x − yi x+ −( ) ( )
2 2216 4 2 16yi x yi+ =  − =  

 

                                                             
2 1

2 2 2 2 2 2 2

4
4 4 16 4 4 16 4

i

x y i x y x y
=−

 − =  + =  + =  

 

Logo, a condição ( ) ( )
2 2

16z z z z+ − − =  define uma circunferência de raio 4 2=  centrada na origem. 

 

Resposta: B 

 

7. O afixo do número complexo 
( )

3

3 2

1

z z

z


 pertence à bissectriz dos quadrantes pares se os seus argumentos forem da 

forma 
4

k


− + , k . 

 

Tem-se que ( ) ( ) ( ) ( )37 36 2

1 3 3 3 1 3 1 3 1 3z i i i i i i i i i i i= − = −  = −   = − = − − = − +  

 

Logo: 

 

( )
( ) ( )

( )

3
333 2

3 2

1 1

1 1

1 3

i
z z

z z e
z z i


=   = 

− +

1 3i+


( ) ( ) ( ) 53 3 3
3

4

5

4 4 44

1

2
2 2 22

i i i
i

i i ii

e e e
e

e e ee

   

  


 
− 

 

 
+ 

 

= = = =

−
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Portanto: 

 

5
3

4 4
k

 
 − = − + , 

5
3

4 4
k k

 
   = − + + , 3k k    = + , 

3

k
k

 


+
  = , k  

 

Assim: 

 

▪ 0
3

k


= → =  e 
3

,2
3 2

 


 
 
 

    ▪ 
2

1
3

k


= → =  e 
2 3

,2
3 2

 


 
 
 

 

 

▪ 2k  = → =  e 
3

,2
2


 

 
 
 

    ▪ 
4

3
3

k


= → =  e 
4 3

,2
3 2

 


 
 
 

 

 

▪ 
5

4
3

k


= → =  e 
5 3

,2
3 2

 


 
 
 

    ▪ 5 2k  = → =  e 
3

2 ,2
2


 

 
 
 

 

 

∴ 
5

3


 =  

 

8. Representando um trapézio num referencial o.n. xOy , em que A  coincide com a origem do referencial, B  pertence 

ao eixo Ox  e D  ao eixo Oy , tem-se: 

 

 
 

Logo, ( )0,0A , ( )8,0B , ( )10,6C , ( )0,6D  e as coordenadas do ponto E , ponto médio de  BC , são: 

 

8 10 0 6
,

2 2
E

+ + 
 
 

 ou seja, ( )9,3E  

 

Portanto, ( ) ( ) ( )9,3 0,0 9,3AE E A= − = − =  e ( ) ( ) ( )0,6 8,0 8,6BD D B= − = − = − , pelo que: 

 

( ) ( )9,3 8,6 72 18 54AE BD =  − = − + = −  

Resposta: D 

A B

CD

E

x

y

8

10

6
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9. Tem-se que: 

 

     : 3 0 6 2 0 0 : 2 3 0 0,3D x x x x x x x x=  +   −    =   −     =  

 

 Neste domínio, tem-se: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

2
4 4 2 4 4 2log 3 log 6 2 log log 3 log 6 2 logx x x x x x+  − −  +  − −   

 

                                                                                          ( ) ( )4 4 2
0

1
log 3 log 6 2 log

2x
x x x


 +  − −  

 

                                                                                          ( ) ( )
0

4 4

1
log 3 log 6 2

2x
x x


 +  − − 4

4

log

log 2

x
  

 

                                                                                          ( ) ( )4 4
)

4log 3 log 6 2 log
i

x x x +  − −  

 

                                                                                          ( ) ( )4 4 4log 3 log log 6 2x x x + +  −  

 

                                                                                          ( )( ) ( )4 4log 3 log 6 2x x x +  −  

 

                                                                                          ( )3 6 2x x x x D +  −    

 

                                                                                          2 3 6 2 0x x x x D + − +     

 

                                                                                          2 5 6 0x x x D + −     

 

Cálculo auxiliar: 
( )2

2
5 5 4 1 6

5 6 0 6 1
2 1

x x x x x
−  −   −

+ − =  =  = −  =


 

 

O gráfico da função 2 5 6y x x= + −  é uma parábola com a concavidade voltada para cima: 

 

 

 
 

 

2
4 2

2 2

log 2 1 1
) log 2

log 4 log 2 2
i = = =  

 
2 5 6y x x= + −

x6− 1
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Logo, 2 5 6 0 6 1x x x x+ −    −   , pelo que o conjunto solução da inequação dada é: 

 

   ( )    , 6 1, 0,3 1,3− −  +  =  

 

10. 

 

10.1. A amplitude do ângulo ABC  é igual à amplitude do ângulo entre os vectores BA  e BC . 

 

Tem-se que: 

 

▪ ( )8, 5,6BA AB= − = −  

 

▪ o ponto B  pertence ao eixo Ox , pelo que as suas coordenadas são da forma ( ),0,0BB x . Como o ponto B  pertence 

ao plano BCD , vem que: 

 

( )3 2 0 4 0 12 0 3 12 4 4,0,0B B Bx x x B−  +  − =  =  =   

 

▪ o ponto C  pertence ao eixo Oy , pelo que as suas coordenadas são da forma ( )0, ,0CC y . Como o ponto C  pertence 

ao plano BCD , vem que: 

 

( )3 0 2 4 0 12 0 2 12 6 0, 6,0C C Cy y y C − +  − =  − =  = −  −  

 

Portanto, ( ) ( ) ( )0, 6,0 4,0,0 4, 6,0BC C B= − = − − = − − . 

 

Assim: 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2 22 2 2

8, 5,6 4, 6,0
ˆcos cos

8 5 6 4 6 0

BA BC
ABC BA BC

BA BC

−  − −
= = = =

 + − +  − + − +

 

 

                                        
32 30 0 2

125 52

− + + −
= =

 5 5 2

1

13 5 5 13
= −


 

 

∴ 1 1ˆ cos 91º
5 65

ABC −  
= −  
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10.2. Seja t  a recta perpendicular ao plano BCD , que contém a face  BCD , que passa no ponto A . 

 

Consideremos a seguinte figura (figura ilustrativa): 

 

 
 

A recta t  intersecta o plano BCD  num ponto E , tal que AE  é a medida da altura da pirâmide em relação à face 

 BCD . 

 

Assim, como a recta t  é perpendicular ao plano BCD , um vector director da recta t  é ( )3, 2,4n − . As coordenadas do 

ponto A  são dadas por ( ) ( ) ( )4,0,0 8,5, 6 12, 5,6A B BA B AB= + = − = − − − = − . 

 

Portanto, ( ) ( ) ( ): , , 12, 5,6 3, 2,4t x y z k= − + − , k , pelo que um ponto genérico da recta t  é: 

 

( )12 3 , 5 2 ,6 4k k k+ − − + , k  

 

Substituindo na equação do plano BCD , vem: 

 

( ) ( ) ( )3 12 3 2 5 2 4 6 4 12 0 36 9 10 4 24 16 12 0k k k k k k+ − − − + + − =  + + + + + − =   

 

                                                                                                 29 58 0 29 58 2k k k + =  = −  = −  

 

Então as coordenadas do ponto E são ( ) ( ) ( )( )12 3 2 , 5 2 2 ,6 4 2E +  − − −  − +  − , ou seja, ( )6, 1, 2E − − . 

 

∴ A medida da altura da pirâmide em relação à face  BCD  é: 

  

( ) ( ) ( )
2 2 2

12 6 5 1 6 2 36 16 64 116 2 29AE = − + − + + + = + + = =  

 

 

( )3, 2,4n −

( )3, 2,4n −

t

A

B C

D

E

: 3 2 4 12 0BCD x y z− + − =
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11. Tem-se que: 

 

▪ ( )( ) ( )( )
1

1 3
3lim lim

k
k

x x
f x f x

+
+

→+ →+
=  

 

Assim, como: 

 

( )

3
0

03 3ln ln
lim lim 4 4 lim 4 lim

x xx x x x

x

x x x x
f x

e e→+ →+ →+



 →+






 


 
= + = + = + 

 

4

ln x

x

4 4

ln
lim

0
4 4 4 0 4

lim

Limite notável

Limite notável

x

x x

x

x

x

e e

xx

→+

→+

= + = + = + =
+

 

 

vem que ( )( ) ( )( )
1

11 3
33lim lim 4

k
kk

x x
f x f x

+
++

→+ →+
= = . 

 

▪ ( ) ( )( )( )lim lim ln 8 ln lim ln
x x x

x
g x x x x x

→+ →+ →+
= + − =

x

8 8
lim ln 1

x

xx x→+

    
+ = + =         

 

 

            ( )
n

8

l

8
ln lim 1 ln 8

Lim

y x é contínua

vite no l

x

á e

x

t

e
x→+=

 
  

= + = =  
  

 
 

 

 

Outra maneira: ( )
8

lim lim ln 1
x x

g x x
x→+ →+

  
= +  

  
 

 

Fazendo 
8 8 8 1 8

ln 1 1 1
8 1 1

y y

y y

x
y e e x

x x x e e

 
= +  = +  − =  =  = 

− − 
. Se x→+ , então 

8 8
ln 1 ln 1 0y

x

  
= + → + =  

+   
. 

 

Assim, ( )
0 0

0

8 8 1 1
lim lim ln 1 lim 8 lim 8 8 8

11 1 1
lim

yy yx x

l

y

Limite notáv

y

e

y

y
g x x y

ex e e

y

→+ →+ → →

→

    
= + =  =  =  =  =    

−− −    
. 

 

Portanto, ( )( ) ( ) ( )
1

1 3
3

2
21 2 3 333

2
lim lim 4 8 2 2 2 2 2 3

3

k
k kk

x x

k
f x g x

+
+ ++

→+ →+
        +    

 

                                                                
3

3
2 6 9 2 3

2
k k k


 +       

 

∴ 
3

,
2

k
 

 + 
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12. Tem-se que:  

 

▪ a função f  é contínua em  0,+  por ser o quociente e a composição entre funções contínuas no seu domínio 

(funções polinomiais e a função g , contínua por hipótese e sem zeros, o que implica que que ( )y g x= −  também não 

tem zeros).  

 

Logo, o gráfico de f  não tem assimptotas verticais.  

 

▪ ( )( )lim 2 2
x

g x x
→−

− = −  

 

Então, a recta de equação 2 2y x= −  é assimptota oblíqua do gráfico de g , quando x → − , pelo que: 

 

( )
lim 2

x

g x

x→−
=           e           ( ) ( )lim lim 2 2

x x
g x x

→− →−
= − = −  

 

Como gráfico de f  tem uma assimptota oblíqua de declive 
1

2
, vem que a ordenada na origem é dada por: 

 

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

22 211 1 1 1
lim lim lim lim

2 2 2 2x x y yy x x y
x y

yx y y y
f x x x

g x g y g y g y=−  =−
→+

→+ →+ →− →


−
→−



    − −− 
 − = − = + = − + =         −      

 

 

                                      
( ) ( ) ( )

( )

( )

22 21 1
lim lim lim

2 lim 2y y y

y

y yg yy y

g y g y g y g y→− →− →−

→−

  − +
= + − + = +  

 

 

 

                                      
( )( )
( ) ( )

( )( )
21 1 1

lim 0 lim lim 2
2 2y y y

y g y y y
g y y

g y g y→− →− →−

−
= +  = +   −
−

 

 

                                      
( )

( )
1 1 1 1

2
2 2 2

lim
y

g y

y→−

=   − =  2 −( )
1

2
= −  

 

Logo, a recta de equação 
1 1

2 2
y x= −  é a única assimptota do gráfico de f . 
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13. 

 

13.1. Tem-se que: 

 

▪ ( )
2)

2

2

1 1 1 1 1 1 1
cos sen sen sen

i
f x

x x x x x x x

            
 = = − = − − =            

            
 

 

▪ ( )
2 2 2

1 1 1 1 1 1
sen sen senf x

x x x x x x

           
 = = + =          

          
 

 

             
2) 3

 
2 1 1 1 1

sen cos
ii x x x x x

     
= − +      

     
 

 

             
3 2 3 4

c 
2 1 1 1 1 2 1 1 1

sen cos sen os   
x x x x x x x x x

         
= − +  − = − −         

         
 

 

Logo: 

 

( ) ( )
3 4 2 3

2 2 1 1 1 2 1 1 2 1
sen cos sen senf x f x

x x x x x x x x x x

       
 + = − − +  = −       

       
4 3

1 1 2 1
cos sen

x x x x

   
− +   

   
=  

 

                               

( )

( )
4 4 4

1
cos

1 1
cos

f x

f xx

x x x x

 
 

   
= − = − = − 

 
 

Resposta: C 

 

13.2. Seja P , de coordenadas ( )( )0 0,x f x , o ponto pedido. 

 

Neste ponto o declive da recta tangente ao gráfico de f  é dado por ( )0f x . Quando adicionamos 1  à abcissa deste 

ponto obtemos um novo ponto Q , de coordenadas ( )( )0 01, 1x f x+ + . Neste novo ponto, o declive da recta tangente 

é dado por ( )0 1f x +  e que diminuiu 80%  em relação ao declive da recta tangente ao gráfico de f  no ponto P , isto 

é, em relação a ( )0f x . Por outras palavras, ( )0 1f x +  é igual a ( )0f x  menos 80%  de ( )0f x , que pode ser 

traduzido por: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 01 0,8 1 0,2f x f x f x f x f x    + = −  + =  

 

Portanto, pretende-se determinar 
3

,
4 4

x
  

 
 

 tal que ( ) ( )1 0,2f x f x + = . 

 

 

2 2

1 1 1 1
)

x x
i

x x x

   −  
= = − 

 
 

 

( )

( )

2 2

22
2

1 11
)

x x
ii

x x

  −  
= = 

 
 

 

             
2 x

= −
4x 3 3

2

x
= −  



Jorge Penalva | José Carlos Pereira | MathSuccess 

 Matemática A | Exame Nacional do Ensino Secundário | Exame Modelo 10 | Julho de 2021 | 22 

 

 

Utilizando o editor de funções da calculadora, define-se ( )1 1y f x= +  e ( )2 0,2y f x= , no intervalo 
3

,
4 4

  
 
 

: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Então, ( ) ( ) 01 0,2f x f x x x + =  = , pelo que as coordenadas do ponto P  são ( )( )0 0,x f x , em que 0 1,34x   e  

 

( )0

0

1 1
cos cos 0,73

1,34
f x

x

   
=     

  
. 

 

14. A função f  é afim, pelo que a sua expressão é da forma ( )f x mx b= + , com ,m b . Como o gráfico de f  

intersecta o eixo Ox  no ponto de abcissa 1−  e o eixo Oy  num ponto de ordenada positiva, vem que f  é crescente, 

pelo que 0m  , como se ilustra na figura seguinte: 

 

 

 

Mas ( )1 0f − = , pelo que ( )1 0 0f m b b m− =  − + =  =  e portanto ( )f x mx m= + , com 0m  . 

 

Assim, ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

1x x x x x xg x e f x e mx m me x− − −=  =  + = +  

 

 

( )1 1y f x= +

( )2 0,2y f x=

x

y

O 0x
4

 3

4



 ( )1,34;0,08

f

y

O x

1−
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Portanto: 

 

▪ ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

1 1 1 1x x x x x x x xg x me x m e x m e x e x− − − −
    = + = + = + + + = 
 

 

 

              ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2 2 22 1 1 2 1 1x x x x x x x xm x x e x e m x e x e− − − − 

= − + +  = − + + 
 

 

 

              ( )( )( )( )
2 2 22 1 1 1 2 2 1x x x xm e x x me x x x− −= − + + = + − − 1+( ) ( )

2 22x xme x x−= +  

 

▪ ( ) ( ) ( )
2 2

.

2 20 2 0 0 2 0 2 1 0

Eq Imp

x x x

ossível m

x

e

g x me x x me x x x x− − =  + =  =  + =  + =   

 

                   
1

0 2 1 0 0
2

x x x x =  + =  =  = −  

 

Elaborando um quadro de sinal de g   e relacionando com a monotonia de g , vem: 

 

 
x  −  1

2
−   0  +   

 2x xme −  + + + + +  

 22x x+  + 0  − 0  +  

 ( )g x  + 0  − 0  +  

 g  
 máx.  mín.   

 

Logo, a função g  tem mínimo relativo em 0x =  que é ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
20 0 00 0 0 1 0 0g e f e f f f−=  =  =  = . 

 

∴ ( )0f  é mínimo relativo da função g . 

 

15. A função h  é contínua em + , por ser o quociente entre funções contínuas no seu domínio (funções polinomiais e 

logarítmicas), pelo que h  é contínua em 4,e e +    . 

 

Tem-se que: 

 

▪ ( )
ln 1

e e
h e e

e
= = =  

 

Como 3e   e 3 a , vem que e a , pelo que ( )h e a . 
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▪ ( )
( )

4 4
4

4 4ln

e e
h e

e
= =  

 

Como 2e  , vem que 
4 4 4

4 4 2
2 2 4

4 4 4

e e
e e       . Assim, como 4 a , tem-se que: 

 

( )
4

4

4

e
a h e a    

 

Portanto, ( ) ( )4h e a h e  , pelo que, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe pelo menos um 4,c e e    tal que 

( )h c a= , ou seja, a equação ( )h x a=  é possível em 4,e e 
  . 

 

Falta verificar que a solução da equação que já garantimos existir é única. Para tal vamos usar a derivada de h  e mostrar 

que é positiva no intervalo 4,e e 
  . Assim: 

 

( )
( )

2

1 ln
ln ln

ln ln

x x
x x x xx

h x
x x

 −  − 
 = = = 

 

1

x


2 2

ln 1

ln ln

x

x x

−
=  

 

Então, ( )
 2 1 lnln 0, \ 0

2

ln 1
0 0 ln 1 0 ln 1 ln ln

ln ex x

x
h x x x x e x e

x + =  

−
     −        .  

 

Logo, ( ) 0h x   para todo o x e , pelo que a função h  é crescente em  ,e +  o que implica que h  é crescente em 

4,e e 
   concluindo-se então que a equação dada tem uma única solução neste intervalo.  

 

 

F I M 
 


