Exame final nacional de Matemdtica A (2021, 1.2 fase) @

Proposta de resolucdo

1.1. Como se pretende identificar uma reta perpendicular a reta EF, e os respetivos vetores diretores
sao perpendiculares, calculamos os produtos escalares entre os vetores diretores das retas de cada
uma das hipoteses o vetor diretor da reta E'F para encontrar um produtos escalares nulos e assim
identificar dire¢oes perpendiculares & reta EF:

(=3,—-2,2).(2,—-3,0)=—-3x24+(-2)x(-3)+2x0=-6+6+0=0

(-3,—-2,2).(0,3,—3) = —-3x0+(-2)x3+2x(-3)=0—-6—6=—-12

e (—3,-22).(0,33) =-3x0+(-2)x34+2%x3=0-6+6=0

(—=3,—2,2).(2,0,—3)=-3x24+(-2)x0+2x(-3)=—-6+0—6=—12

Assim, temos que apenas as retas cujas equagoes sao apresentadas nas opgoes (A) e (C) sdo perpen-
diculares a reta E'F', pelo que resta verificar a qual das duas retas pertence o ponto E, substituindo
as suas coordenadas em cada uma das equacoes:

T=T+2k

e (72,5)=(7,—-33)+k(2,—-30) & ¢2=-3-3k (condi¢do impossivel)

5=3+0
T=7+0 7

|
J
~J
|
~J

o (7,2,15) = (7,—103) + k(0,33) «& ¢2=—10+3k < {12=3k < {4=k%

15 =3+ 3k 12 =3k 4=k

Ou seja, (7,2,15) = (7, — 10,3) + 4(0,3,3), pelo que o ponto E pertence a reta definida pela equagao
(z.y,2) = (7, - 10,3) + k(0,3,3),k € R

Resposta: Opgao C
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1.2. Como as diagonais de faces opostas de comegamos por determinar a equacao do plano ABG, para
determinar a ordenada do ponto B:

Como [ABCDEFGH] é um paralelepipedo retangulo e a reta EF é perpendicular ao plano ABG,
entdo o vetor diretor da reta (4 = (=3, — 2,2)), é também um vetor normal do plano, pelo que a
equacao do plano ABG é da forma:

—3x—2y+224+d=0

Como sao conhecidas as coordenadas do ponto G ((6,10,13), podemos determinar o valor de d,
substituindo as coordenadas na equagao anterior:

—3(6) — 2(10) +2(13) +d =0 < —18—20+26+d=0 < d =12

Assim temos que a equagao do plano ABG é —3x — 2y + 22 + 12 = 0 e como o ponto B pertence ao
eixo Oy tem abcissa e cota nulas, pelo que a sua ordenada pode ser obtida a partir da equagao do
plano ABG:

12
=3(0)—2y+20)+12=0 & —2y+12=0 < 12=2y & -5 =Y S 6=y
Como as arestas paralelas de faces opostas de um paralelepipedo retangulo sao congruentes, podemos

calcular a medida do raio da superficie esférica:

r=BD=GE=+/(T—6)2+(2-10)2+ (15— 13)2 = /12 4+ (-8)2 4+ 22 = /1 + 64 + 4 = V69

Assim, temos que a equagao reduzida da superficie esférica de centro no ponto B(0,6,0) e que passa
no ponto D, é:

(x—0)2+(y—6)2+(z—0)2=(\/@)2 o 224 (y—6)2 + 22 =69

2. Como a circunferéncia tem raio 3 e estd centrada na origem,
as coordenadas do ponto A sdo da forma (3cosa,3sena) e
como [AB] é um didmetro da circunferéncia as coordenadas do
ponto B sdo da forma (3 cos(a + 7),3sen (o + ) .

Assim, considerando o lado [BC] como a base do tridngulo, A

temos que a altura é 2 x OC, porque a abcissa do ponto A é
simétrica da abcissa dos pontos B e C

Como « é um angulo do segundo quadrante, entao:

A 4

e sena > 0 e sen (o + m) < 0, pelo que: . z
BC = |3sen(a+7)| = | —3senal = 3sena &

o cosa < 0 e cos(a+m) > 0, pelo que: B
OC = [3sen (a + )| = —|3cosa| = —3cosa

Assim, temos que a area do triangulo é:

BC x 2 x0C

5 =3sena x (—3cosa) = —9sen acos o

Ajapc) =
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3. Considerando a experiéncia aleatéria que consiste em escolher, ao acaso, um aluno da escola, e os aconte-

cimentos:
Pt:<O estudante ser portugués>

R:<0O estudante ser um rapaz>

Temos que P (R) = 60% e P (RN Pt) = 15%

Pt | Pt
Assim, organizando os dados numa tabela obtemos: R 25% | 15% | 40%
o P(R) =100 — P (R) = 100% — 60% = 40% R R
o P(PtNRNZ) = 40% — 15% = 25% 100%

Assim, a probabilidade de um aluno da escola escolhido, ao acaso,
ser portugués sabendo que era um rapaz, na forma de percentagem,
é 62,5%, porque:

P(PtNnR) 25

Resposta: Opgao D

4. Como os dois condutores sdo dois dos trés dirigentes,existem A, formas diferentes de selecionar os con-
dutores (a ordem é relevante, porque as viaturas sao diferentes).

Como no automével, vao dois jogadores de cada sexo, nao existe qualquer lugar disponivel para o treinador
ou para o dirigente que nao vai conduzir, pelo que o nimero de formas diferentes de selecionar os restantes
ocupantes do automdvel consiste em contar o niimero de formas de selecionar 2 dos 5 jogadores do sexo
masculino e 2 das 5 jogadoras do sexo feminino, ou seja, °Co x5 Cs

Assim, temos a contagem do nimero de condutores e grupos de ocupantes de cada uma das viaturas,
pelo que resta ainda ordenar os 4 ocupantes do automdvel e 8 ocupantes da carrinha (& excecao dos con-
dutores) pelos lugares disponiveis em cada viatura, ou seja Py = #A, = 4! para os lugares do automével e
Py = 8Ag = 8! para os lugares da viatura.

Assim, a uma expressao que dé o nimero de maneiras diferentes de distribuir os catorze elementos da
comitiva pelos catorze lugares disponiveis, é:

345 X2 Cy x° Oy x 4! x 8!
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5. Como existem 30 alunos na turma e se pretende escolher ao acaso, 5 alunos da turma,o niimero de grupos
diferentes que é possivel escolher (sem considerar a ordem relevante), é 3°Cj

Temos ainda que:

e O grupo deve integrar o André e a Beatriz que tém ambos 16 anos.

e 60% dos alunos sdo raparigas, ou seja, 30 x 0,6 = 18 raparigas, e 30 — 18 = 12 rapazes.

12
Um terco dos rapazes tem 17 anos a que corresponde 3= 4 rapazes, e existem 12 — 4 = 8 rapazes

com 15 ou 16 anos.

18
Um terco das raparigas tem 15 ou 16 anos a que corresponde 3= 6 raparigas, e existem 18 —6 = 12

raparigas com 17 anos.

Assim, como o grupo deve ser constituido por dois jovens com 17 anos, e existem 4 rapazes e 12 raparigas,
ou seja, 12 — 4 = 16 no total, existem 9Cy grupos distintos de 2 alunos com 17 anos.

Relativamente ao aluno de 15 ou 16 que deve integrar o grupo, podemos verificar que existem 8 ra-
pazes e 6 raparigas, ou seja, 14 alunos no total nesta faixa etdria, mas como o André e a Beatriz devem
integrar o grupo, restam 14 — 2 = 12 alunos que respeitam esta restricao.

Assim, recorrendo a Regra de Laplace, calculando a probabilidade de selecionar ao caso cinco alunos
da turma, o grupo ser ser formado pelo André, pela Beatriz, por dois jovens com 17 anos e por outro com
15 ou 16 anos, na forma de dizima, arredondado as centésimas, temos:

C1x1x¥Cyx12
p= 30C,

~ 0,01

6. Como a sucessao (v,) é uma progressao geométrica, temos que:

108
vg=Us XTXTXT & 108=4x71 & T:rg o V2i=r o 3=r
E assim, vem que:

vg=vs X1r=4x3=12

Resposta: Opgao A

7. Observando que para as ordens fmpares, temos que n + 1 é par, e que por isso, (—1)"*1 = 1, entdo os

termos de ordem impar da sucessao sao da forma u, = 2 + —
n

} , temos que:

6
Assim, para que os termos pertengam ao intervalo [41,33

1088y 16T 188 1 67, 1 83 8 1 _6T 66
n — 41 n — 43 n — 41 n — 33 n — 41 41 n — 43 33
1 1 1 1
- > — — < — <41 >
<:>n_41/\n_33n<7:é>on_ An233

Como se pretende identificar apenas os termos de ordem impar, temos 0s termos uss; uss; Us7; Usg € Uq1,
ou seja, o numero de termos de ordem impar que pertence ao intervalo dado é 5.

mat.absolutamente.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2020

8. Calculando o valor de w, temos:

V4 261% 2 (x_3x (7w _ 3w ;4 -
—1 = = = 761(Z_ﬁ) = ez(ﬁ_ﬁ> = 61378 = 617
z29 2e'2s 2

w =

Assim, como o afixo de w é um dos vértices de um poligono regular com
centro na origem do referencial e com outro vértice sobre o semieixo

o , Im(z) o
real positivo, temos que o poligono regular pode ser decomposto em |
. " . . A 2nq ;T N
triangulos isésceles cuja amplitude dos dngulos de vértice no centro é 7 >
//
. ’ . z . ’ 7/
Assim, o numero minimo de vértices do poligono, que corres- T
ponde ao nimero de lados, que corresponde ao niimero de triangulos, 7 /X/%
_ L
é: 4
2m 147 o Ltte((a)
Z T
7
Resposta: Opgao B

9. Calculando o produto z1 X z3, vem:
Xz =(-3+2)x(1+2)=-3-6i4+2i+4i>=-3—4i+4(—1)=-3—-4—4i=—-T7—4
Simplificando a expressao de w, temos:
w— 21X 2 —7— 43 _ (=7—40)(2+74) _ —14 — 77 — 8i — 442 _ —1444— 151 _ —10 — 152 93
23 2—1 (2—14)(2+41) 22 — 2 4+1 5
Desta forma, considerando § = Arg (w) temos que:

o |w=/(-22+(=3)2=vi+9=VI3

— 3
o tgh = =3 como senf < 0 e cos® < 0, # é um angulo do 3° quadrante.
3 2 3 3 2
e Como tg P = i, a funcao tangente é crescente e continua no intervalo ——W, T e—- > £
4 2 4 21 2 2
tH0 6> — 2"
entao -
4
p R 3 - 3 m
e Como 0 é um angulo do 3% quadrante e 6 > R entdo Arg(w) € ~ 13

10.

10.1. Para averiguar se a fungao f é continua em x = 1, temos que verificar se f(1) = lim f(z) = lim+f(x)
rz—1— r—1

o f(1)=-12(1+2Inl1)=—-(1+2x0)=—-1
e lim f(z)= 111{17 (—2*(1+2Inz)) = —(17)?(1+2In17) = -1

z—1—
. lm f(z) = lim 5—5es='  5-5el"=' 5 _5x1
o1+ Ceo1+x2 43z -4 (1T)24+301F)-4 14+3-4

0
0 (Indeterminagao)

(comox?2+3x—4=0<¢ =1V z=—4entdo z2 +3x—4=(z—1)(z+4))
_ =1 1— ap=1l _ z—l_l
o, )= Tt o g IE=ET) g, O =)
-1+ e—1t22 +3x—4  asit(z—1)(z+4) aoit(z—1)(z+4)

(fazendo y =z — 1, temos x =y + 1 e se x — 11, entdo y — 07)

. —b(e¥ —1) . (e = 1) -5 ) eV —1 . -5 -5
=lm ——L = lim [—— x —— | = lim X lim —— =1x— = -1
y—0ty(y+1+4)  yoo+ y y+5 y—0+ y y—0ty +5 5
—_———

Lim. Notével

Como f(1) = lim f(z) = lir11+f(azj)7 entdo a fungdo f é continua em z =1
T—1- z—1
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10.2. Comegamos por determinar a expressao da derivada da funcao f, em ]0,1[:

f(@) = (~2?(1+2lnz)) = (=2?)' x(14+2Inz)+(-2?)(1+2Inz)’ = —2z(14+2Inz)—2?x (1)’ + 2(Inz)’) =
9 1 27>
=-2r—4zxlnx—2°|(0+2%x — | = 2x—4zxlnx — — = —2x—4xlnx — 2z = -4z —4xlnx
T T x#0

Calculando os zeros da derivada da fun¢ao a, em ]0,1[, temos:
f(2)=0 & —dz—4zlnz=0 & —4z(l+hz)=0¢ —4z=0V 1l+lhz=0 &
1

S r=0Vhe=-1< x2=0Var=¢e

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

a8 0 e ! 1
—4x n.d. = = + n.d.
1+Inz | nd. = 0 ol n.d.
I n.d. + 0 — n.d.
f nd. | — | Méx. | ™~ | n.d.

Assim, podemos concluir que a fungao f:
e ¢ crescente no intervalo }O,efl];
e ¢é decrescente no intervalo [e‘l,l [;

e tem um maximo relativo que é:

fleh) == (1 +2m(e) =~ x 1 +2x (-1) =~ x (1) =¢?

11. Comegamos por determinar a expressao da derivada da fungao g:
g (z) = (zcosz + Senx)/ = ( cos x)/ + (senx)l = (z) cosz + z(cosz) + cosz =

=cosz + x(—senz) + cosx = 2cosx — rsenw

Como o declive da reta tangente ao grafico num ponto corresponde ao valor da funcao derivada nesse
ponto, mostrar, que existe pelo menos um ponto pertencente ao grafico da funcao g tal que a reta tan-

gente ao gréafico da funcao nesse ponto tem declive —5 é equivalente a mostrar que a equagao ¢'(z) = — 3

tem pelo menos uma solugao.

Como ¢'(x) resulta da soma e de produtos de fungoes
continuas, entao é continua no dominio, ou seja, é continua

w37
em oo C.A.

1 3 1 3
Como —~ < —= < —ﬂ, ou seja, ¢’ (E) <-—--<d (W>, g (%) =2cosT — % x senZ =

2 2 2 2 2 2 =2x0-Zx1=0-Z2=-2
entao, podemos concluir, pelo Teorema de Bolzano, que 2 2 2
m 3T 1
existe ¢ € ]2,2 [ tal que ¢’ (c) = —5 ou seja, que existe | ¢’ (32) = 2cos3F — 2T x sen 2T =

_ _ 37 1) = 3m _ 3w
pelo menos um ponto pertencente ao gréafico da fungao g tal =2x0-Fx(-1)=0+3 =5

que a reta tangente ao grafico da funcao nesse ponto tem

declive — =
eclive B
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12. Como o dominio da funcio é RT, comecamos por determinar o declive da assintota obliqua do grafico de
h, quando z — 4o00:

x
h 2 _ 2 2 1
m = limi): lim 2% —Inz _ lim&: lim — > = lim — =
z—too T o400 x e—+oox(202 —Inx) @—=400222 —Inz  z—+oo 227 —Inzx
=5
- ot B 1 B 1 1
2 a o | 1 2- T 9
im (22 _22) 0 hm (2-220 1) w2 gm 2Oy g = 270%0 2
z—4oo \ 12 xr2 z—>400 T T z—>—+00 z—+o00 I T—+00 T
—_———
Lim. Notéavel
Calculando o valor da ordenada na origem, temos que:
b= lim (h(z)—mz)= lim (h(z)— 1:1:) = lim (h(z) — E) = lim L — 2=
x—+00 r—+o00 2 T —+00 2 T—>+00 2(E2 —Inz 2
. 223 —2(22% — Inx) . 223 -2r3+zxInzx . xlnx
= lim = lim = lim ——— =
z—+oo  2(222 —Inx) g—+oo 4?2 —2Inzx z—+oodr? —2Inzx
T 1 L 1 . 1 _ oy 1
o zﬁn}rloo 472 —2lnx wﬁlrfoo 472 2lnz w;rfm 4i _ g a a:ﬁlrfoo 1 . g
rlnz rlnz xzlnz Inz = lni z
4x
_ 1 B 1 B 1 B 1 1 0
~omdtes 1 7 - T 2 1 7 T 1 i
= lim — — - —0
1 Inzx T 1 . Inz 254cox 1 +00 0
- X — - X lim — - x0
4 95 4 z=+c0 z 4
——

Lim. Notével

Desta forma a equagao reduzida da assintota obliqua do grafico de h, quando z — +o0, é:

L +0 < m
= —x —
¥=3 ¥=3

13.

13.1. No inicio do vazamento, ou seja, zero minutos apds o inicio do vazamento (¢ = 0) a altura é do
combustivel é: 2 .
a(0) = 1,8 — (0,216 40,0039 x 0)3 = 1,8 — (0,216)3 = 1,44

Como o depdsito tem 1,8 metros de altura (que corresponde ao didmetro das bases do cilindro), a

1,8
altura do combustivel quando este ocupa metade da capacidade do depésito é 5 = 0,9
Assim a diferenga entre estas alturas, em metros, é 1,44 — 0,9 = 0,54

Resposta: Opgao B
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13.2. Como apds t; minutos a altura é a(t;), quanto tiver passado um perfodo de tempo igual, terdo pas-
sado 2¢; minutos, e pretende-se que, nesse instante, a altura do combustivel no depésito seja igual a

t
metade do valor anterior, ou seja, a(2t1) = @

Assim, o valor de ¢1 é a abcissa do ponto de intersecao das funcoes:

o f(x)=a(2z) =1,8— (0,216 40,0039 x 2z)3
a(z) 1,8 (0,216 +0,0039 x x)3
° 9(a)=——= 5

Representando na calculadora as fungoes f e g(z),
numa janela compativel com os dominios, obtemos
o grafico representado na figura ao lado.

Recorrendo a fungao da calculadora para de-
terminar valores aproximados das coordenadas dos
pontos de intersecao dos dois gréficos, obtemos
valores aproximados as centésimas da abcissa do
ponto de intersecao dos dois graficos: 177,71

)

0,43

0 2

177,71

Convertendo 2 horas correspondem a 2 x 60 = 120 minutos, restam ainda 177,71 — 120 = 57,71
minutos para além das 2 horas, ou seja, aproximadamente 58 minutos, pelo que o valor de ¢;, em

horas e minutos ¢é de:

2 horas e 58 minutos

14. Resolvendo a equacao, temos:

h(l-z) =z c=1-2)"'sc=1-2)x— & — =

1—2z
e

& 1=

Determinando o dominio da condigao, temos:

x x

e e 1—x

e el e

Se=1—-r s x=1—c¢

1-2)e"1'>0 & 1-2>0& —z>-1x<l1

er~1>0

Como 1 —e < 1, temos que 1 — e é solugao da equacao.

CS={1—-¢€}
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15. Determinando as abcissas dos pontos de interse¢ao temos:
kcosx

-

k k#£0

flx) =g(z) & ksen(2z) =kcosz & ksen(2z) =kcosz & 2senzcosz =

& 28enx cosT = cosT < 2senxcosx —cost =0 & cosz(2senx —1) =0 <
< cosz =0V 2senz—1=0 & cosz =0V SR = <
& xzz—‘rkﬂ' \/xz%+2k‘7r\/x=7r—%+2k, keZ

Atribuindo os valores —1 e 0 obtemos as trés solugoes da equagao que pertencem ao dominio das fungoes

NN

(33))
2’21/
:—z\/x:z\/xz
TR 6

[<¥R]

Assim, podemos determinar as ordenadas dos pontos de intersecao:

¢o(-5) ke () =kx0=0 (a(-9))
-5 (%)

e g (%) = kcos (%) = ktimesT 5 6 2

+o(5) < hes(5) =x0-0 (< (30))

—
Como o tridngulo [ABC] é retangulo em B, temos que BA.B? =0

Calculando as coordenadas dos vetores indicados, temos:

.QA_B<_”O)_<”W§><_3”_”_W§><_47T_’f3><_27T_’f\/§
S 7V 227) Ve 2 )V 6 67 2 )\ 6> 2 ) \ 3 2

T T kV3 3 7w k3 21 k3 s k3
.B?:C_B:(Q’O)_<6’2>:<6_6’_2>:<6’_2>:<3’_2>

E assim, calculamos o valor de k:
— x| = =0 &

21 k3 T k3 2r
BABC = LA B NG I 2T
?0@’(3’ 2)(3’ 2)0@ 3 *37" 2 2
2

272 kv/3 0= 27r2+k2><3_0@3k2_27r2© 5 212 x4
9 2 N 9 4 4 9 T 9x3

872 812 8

2—7 = _— = _

SR =g GV R
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