Exame nacional de Matemdtica A (2009, 1.2 fase) @

Proposta de resolucido

GRUPO 1

1. Como existem 4 cartas de cada tipo, existem 4 x 4 x 4 x 4 x 4 x 4 = 45 sequéncias do tipo <2 —4 -6 — 7
— Dama — Rei> (existem 4 hipéteses para cada posigdo na sequéncia).
O ndmero de casos possiveis corresponde é determinado pelo niimero de sequéncias (ou seja, a ordem é

relevante) que se podem fazer com 6 cartas selecionadas de entre as 40 existentes: 0 Ag.
46
Logo, a probabilidade do jogador receber uma sequéncia do tipo <2 —4 — 6 — 7 — Dama — Rei> é 4
6

Resposta: Opgao A

2. Como P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) < P(ANB) = P(A) + P(B) — P(AU B), temos que:
P(AnB)=03404-0,5=0,2
Logo, a probabilidade de se realizar A, sabendo que B se realiza, é

_P(AnB) 02 1
PAIBY=—pE) ~8a ™2

Resposta: Opgao D

3. Como a soma das probabilidades é 1, temos que:

k1 k k2 2k 8 6
§+Z+Z—1 = §+§+§—§ & k+242k=8 & 3k=8-2 & k_§ &S k=2

Resposta: Opgao B

4. Usando as propriedades das poténcias e dos logaritmos, temos que:

4 2
e4lnz _ 10210gz _ elnz _ 1010gz _ .'174 _ .’172

Resposta: Opgao C
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5. Como a fungao é continua, é continua no seu dominio, em particular é continua em x = 0, logo verifica-se
a condi¢ao: f(0) = lim f(z) = lim f(x)
z—0— z—0t
e f(0) = logy(k + 0) = log, k
li =1 1 k = k+0%) =log, k
o lim f(z) = lim (logy(k +)) = logy(k + 07) = log,

sen(2z) sen(2x0) 0

. xl_i}r(r){ f(z) = xl_i{([)l— e 0 =3 (indeterminagao)
2 2 2
g 2X50RQ2) g, 5 8) oy S oo
z—0— 2Xx z—0- 2x (1)  y—0- Yy

Limite Notavel
(1) fazendo y = 2z, se ¢ — 0, entdo y — 0~

Logo, como lim f(z) = lim f(z), temos que:
z—0— z—0t
logyk=2 & k=22 & k=4

Resposta: Opgao D

6. Como a medida da hipotenusa do tridngulo é 2 (porque é um didametro
de uma circunferéncia de raio 1), podemos recorrer a definicdo de seno e
cosseno, para determinar a medida da base (b) e da altura (a):

b a
senx:§ < b=2senx e cosx:§ & a=2cosx T
Logo, a area sombreada é a diferenca da area do circulo e da &drea do a
triangulo: 0O
bxa 2senx X 2cosx
A=A, — Ap =7r? — 5 :w(l)z—f: b

=7 —2senxcosx =7 — sen (2x)

Resposta: Opgao A

7. Se arg (z) = g entdo arg(z) = —g
™
Escrevendo 2¢ na f.t. temos 2¢ = 2cis 5
Assim, sendo p = |z| (e por isso também p = |Z|) e fazendo a divisdo na f.t. temos que:

.

22’_2‘”52_2618@_(]))_2018(ﬂﬁ)ﬂds 3r 2m\ _2 . 5w

z_pcis(_f>_p 2 3/)  p 2 3/ p 6 6/) p 6
3

21 5
Logo arg (z) = gw
Z

Resposta: Opgao C
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8.

e Como z; = bi, Ou seja z; é um nimero imaginario puro, com a respe-
tiva representacao geométrica sobre o eixo imaginario.

e Logo (21)? = (bi)? = b%i2 = b? x(—1) = —b? é um ntimero real negativo
com a respetiva representagao geométrica sobre a parte negativa do eixo
real.

e Logo (21)3 = (bi)® = b3® = b® x (—i) = —b% é um nimero imagindrio
puro, com a respetiva representacao geométrica sobre o eixo imaginério.

A tnica opg¢ao em que tridngulo tem dois vértices sobre o eixo imaginario e

o terceiro sobre a parte negativa do eixo real é a opgao (C).

Resposta: Opgao C

Im(z) o

21

GRUPO 11

1.1. Como '8 = i**4+2 =2 — _1, temos que:

S 11— (1 +1) 12— ¢2 1+1

Escrevendo z; na f.t. temos z; = pcisf, onde:

i _as_ 4149 7(71):i+i2+1:fl+i+1:fl+i+2:1+i 1+;

2 2 2

=N =

o tgf =

|
e

Logo 21 =

1.2. Escrevendo —i na f.t. para facilitar o cdlculo do produto temos:

< () e
17 = CI1S 27eogo.

. ((W))X . om . 7T+5’/T . 37rJr
—izo = (cis (—= cis— |=cis|—=+— ) =cis | ——
2=\ ©6 P27 6 G
n
Logo (—iz)" = (cis g) = cis (n X g) = cisn—;
E como —1 = cism, temos que:

(—ize)"=—-1 < cis % = cism, pelo que % =r+2km, keZ

nmw o
Como — = m + 2km, se atribuirmos valores a k temos:

=1; comosenf >0 e cosf >0, 6§ é um angulo do 1° quadrante, logo 6 = %

oSek:—l,%T:ﬂJrﬂ—l)w & nr=3nr—6r & n=3-6 & n=-3 (mas-3¢N)

OSekzo,n?W:w+2(0)7r & nr=31 & n=3 (3eN)
oSek:Ln?W:w—i—Q(l)w & nmr=3r+6r & n=34+6 & n=9 (9€N, mas9>3)
Logo que o menor valor natural de n € N, tal que (—izp)” = —1 é 3, para k =0
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2. Como os algarismos que compoem o numero estao definidos, os nimeros que satisfazem estas condigoes
diferem entre si apenas na posicao de colocagao dos algarismos.
Assim, selecionando 3 das 7 posiges para serem ocupadas pelo algarismo <1» (sem considerar relevante
a ordem porque estas posigoes serdo ocupadas por algarismos iguais), temos Cs colocagdes possiveis dos
algarismos <1x.
Por cada uma das colocagbes anteriores, devemos ainda selecionar 2 das 4 posigoes disponiveis (7 —3 = 4)
para colocar o algarismos <4, ou seja *Cy escolhas.
As 2 posigoes ainda disponiveis (7 — 3 — 2 = 2) serdo ocupadas pelo algarismo <5», o que corresponde a
20y = 1 escolha possivel.
Assim a quantidade de numeros diferentes que satisfazem as condigoes definidas é:

3.1.

3.2.

703 ><4 C2 ><2 CQ =210

Como se pretende que as bolas tenham cor diferente, a extracao da primeira bola nao interfere com
a ocorréncia do acontecimento, porque existem mais do que uma bola de cada cor.

Como a extragao da segunda bola é feita sem reposicao e depois da primeira, verificamos que, antes
da extracao da segunda bola, existem 19 bolas na caixa (nimero de casos possiveis), das quais 10
sao de cor diferente da que j4 foi extraida (nimero de casos favordveis).

Assim, recorrendo & Regra de Laplace, temos que a probabilidade de as duas bolas retiradas da caixa

. <. .. 10
terem cores diferentes, na forma de fracao irredutivel, é 19

No contexto da situacao descrita P ((B N C)|A) é a probabilidade de a segunda bola retirada da caixa
seja amarela e tenha um ntimero par, sabendo que a primeira bola retirada é verde.

De acordo com a Regra de Laplace, a probabilidade é calculada pelo quociente do niimero de casos
favoraveis pelo nimero de casos possiveis, sendo os casos possiveis equiprovaveis.

Como a caixa tem 20 bolas e sabemos que foi extraida uma bola de cor verde, que nao foi resposta,
ficaram na caixa 19 bolas, ou seja, existem 19 casos possiveis, para a extragao da segunda bola.
Como sabemos que a primeira bola extraida é verde, logo tem um nimero inferior ou igual a 10, pelo
que das bolas amarelas que estao na caixa, numeradas de 11 a 20, 5 tém ndimeros pares. Logo, o
numero de casos favoraveis é 5.

Desta forma temos que P (BN C)|A) = %

4. Como liT (f(x) — 2z) = 0, pela definigao assintota, temos que a reta definida pela equacdo y = 2z é
Tr—+00

assintota do gréfico de f, quando x — +0oo e assim, como o declive da assintota é 2, podemos afirmar que:

lim @

x—4+oc0 I

=F)

Desta forma, averiguando a existéncia de uma assintota nao vertical do grafico de g, de equacao y = mxz+Db,
quando z — 400, vem que:

e i S0 gy AEVE (f(‘””)ﬁz): B (f@)ﬂ):

x——+oc0 X x—>—+00 xX x——+00 X xX x— 400 T
o f@)
= lim —= + lim =2+ (+00) =400
Tx—+00 I T—+00
2.a 2 . X = 2 . ~ . z
Logo, como o dominio de g 6 R e 1151_1 M nao é um valor finito, entao podemos concluir que o grafico
r—+oo I

de g nao tem assintotas obliquas.

©
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5.1. Como a fungdo g resulta de operacoes sucessivas de fungoes
continuas em R, é continua em RT, e também, em [0,1;0,3],
porque [0,1;0,3] C R

C.A.

g(0,1) = €2*%! +1n(0,1) ~ —1,08
Como —1,08 < 0 < 0,62, ou seja, g(0,1) < 0 < ¢(0,3),
entao, podemos concluir, pelo Teorema de Bolzano, que existe
¢ €]0,1;0,3[ tal que g(c) = 0, ou seja, que existe, pelo menos,
um zero da fungdo g no intervalo ]0,1;0,3[

9(0,3) = €2%93 +1n(0,3) ~ 0,62

5.2. Os pontos em que a ordenada (y) é o dobro da abcissa
(2z) estao sobre a reta de equacgdo y = 2x. Assim o
ponto A é a intersegao do grafico da func¢ao g com a reta
de equacdo y = 2z, ou seja, a abcissa do ponto A é a
solugao da equagao:

g(x) =2z & € +lnr=2x

Assim, tragando o grafico da funcdo g e a reta y = 2z,
na calculadora gréfica, numa janela compativel com o
dominio da funcao g, obtemos o grafico reproduzido na
figura ao lado, onde também estd assinalado o ponto de
intersegao, ou seja o ponto A.

Depois, usando a fungao da calculadora que permite
determinar valores aproximados para as coordenadas do
ponto de intersecao de dois graficos, determinamos as
coordenadas, aproximadas as décimas do ponto A:

A(0,3;0,6)

A 4

6. Como os dominios de f e g sdo, respetivamente |1, +oo[ e | — 00, 2|, entdo a condi¢do f(x) > 1+ h(z) estd
definida em
}1? +oo[ﬂ] ) 2[:]172[

Assim, vem que:
flx) > 1+ h(x) & logy(x —1) > 14 1logy(2 — ) < logy(x — 1) > logy 2+ logy(2 —z) &
< logy(x —1) > logy (2 x (2—1)) < logy(z —1) > logy(4 — 22) <

(como log, = é crescente no seu dominio)

S r—1>24-2x & r+2r>4+1 & 3x>5 & >

W | ot

Como f(z) > 1+ h(x) estd definida em ]1,2[, o conjunto solugdo é

[27—&-00[0]172[: Bz[
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7.1. Calculando lim C(t) temos que:
t—4o0

lim C(t) = lim (Zte_o’gt) = 2(400) x e 03(+%) = 5o x 67 = 400 x 0F (Indeterminacao)

t——+oo t—4o0
. . 2t . 0,3 x 2t . 2 0,3t L 0,3t .
t—lg-nooc(t) B tl}?oo 6073t B t—lg-noo 0,3 X eO,3t B t—lgrnoo (0,3 x eO,St) o t—1>1£-noo 073 x t—Hi-noo 6073t -
(fazendo y = 0,3t, temos que se ¢ — +00, entdo y — +00)
2 Y 2 1 2 1 2 1 2
= " x lim £ =-"x lim — = X — = K —— = x0T =0
0,3 y—+ocey 0,3 y—+o ﬁ 0,3 lim ﬁ 0,3 4o 0,3
Y y—tooy

Lim. Notével

Como C(t) é a concentragdo do medicamento no sangue e t é o tempo decorrido apds o medicamento
ter sido ministrado, entao , ligl C(t) = 0 significa, que a um perfodo de tempo arbitrariamente
—+00

grande (t — +00), corresponde uma concentracao de 0 mg/l de medicamento no sangue, ou seja,
com o passar do tempo, o medicamento tende a desaparecer do sangue.

7.2. Comegamos por determinar a expressao da derivada:
C'(t) = (2te™®3) = (2t)/ (e70%) + 2t (e70%) = 2 x €703 + 2¢(—0,3t) e~ =
= 2e7 93 4 2¢(—0,3)e7 03 = 2793 _ 0,6te7 03t = 7034 (2 — 0,6t)
Calculando os zeros da derivada, temos:

2

C't)=0 < e 32 -06t) =0 & 9 =0 Vv2-06t=0c2=06t & — =t &
N 0,6
Eq Imp, e=0:3t>0
o2 e 0,
6 6 3
10

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

t 0 +00

o (w5

o + +
C min — Max —

10 10
Assim, como C' é crescente no intervalo {0,3] e decrescente no intervalo [3, + oo[ podemos con-

cluir que 3 é Unico o maximizante da funcao.

10 1 1
Como 3= 3+ 3¢3 x 60 = 20 (5 de hora s&o 20 minutos) temos que a concentracdo maxima do

medicamento no sangue ocorreu 3 hora e 20 minutos apds a toma, ou seja, as 12 horas e 20 minutos.
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