! ! OMEGAMAT Resolucao do Exame Modelo VII de Matemética A

Duragao do Exame: 150 minutos 4+ 30 minutos de tolerancia | junho de 2020

12.2 Ano de Escolaridade

P(ANB) =01« P(A)—P(ANB)=01<02-P(ANB)=01< P(ANB)=02-01%
& P(ANnB)=0.1
P(AUB)=p«< P(A)+P(B)—P(ANB)=p< 02+ P(B)—01=p<= P(B)=p—0.1

Assim,

Pwyngé——jf:gﬁpw*Pwnngﬁ

p—01-01 5 p—02
_— = e
0.8

0.8 8 0.8

=

co| ot

5
©p-02=08x 2 &p-02=05&p=05+02&p=07

Resposta: (B)

2.1. Comecemos por resolver a equacio z* —z =0

2 2=002(°-1)=022=0V22-1=02=0Vz=Vlez2=0Vz= Vel &

O0+k2m k2m

sr=0vz=e("3) ke (01,2} & 2 =0vz=c(F) ke {0;1;2)

Atribuindo valores a k, obtemos as solucoes: z =0V z = /0 v z = e (F) v 2 = ¢i(%)

Os afixos destes complexos situam-se, no plano de Argand - Gauss, um na origem do referencial, e
os outros trés, sobre uma circunferéncia centrada na origem do referencial e de raio um

Resposta: (A)

2.2,
z=¢e" com 6 €]0; 7]
Calculo auxiliar:
Ora, ) ) )
. cos(#) = cos (2 X > = cos? <) — sin? <) =
w=z—1=¢e? —1=cos() +isin(f) — 1= 2 2 2
= cos(0) — 1 +isin(0) = “1ot () -t ()
2 2

0 0 0
= —2sin (2>+2251n<2>005<2)

Seja a = Arg(w)

0
Entdo, cos(d) — 1 = —2sin? <2)

Entao,
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() - sin 5 cos 2) cos > 7sm 513 . QJFZ
T —92sin? Q _—sin Q _cos Q—i—z - 22
2 2 2 2
0 ™ wT+0
Entao, A =+ - =
ntao, Arg(w) 513 5

Por outro lado,
2 2
|w| = \/[—251112 <g)] + {28111 (g) cos <Z)]
- (€)oo )
=, /4sin? (g) = 2 [sin (g)‘ = 2sin (Z), visto que sin (g) >0

3.1. .

3.2.

flr)=—-1e¥® -2"+1=0&(c"-1)2 =02 -1=0c"=1
sef=er=0

C.S. = {0}

A fungdo f é continua em R, em particular, é continua em [0; 1]

Assim, a fungdo g é continua em [0; 1], por se tratar da diferenga de duas fun¢des continuas
Por outro lado

9(0)=f0)-1=-1-1=-2<0

g(1)=e*—2e—-1>0

Como a fun¢ao g é continua em [0;1] e g(0) x g(1) < 0, entdao, pelo corolério do teorema de Bolzano,
existe pelo pelo menos um zero da fungao g em ]0; 1]

4.1. .

in(x) + x sin(z) 1
in bt
e=0t 2z +In(z+1)  z50t+ 2z +1n(x + 1) 20ty In(z 4+ 1)
T
. osin(z) 1 1 3 3 3 3
1 Z 2 2 d 2 2
. ln(x + 1) 2 + hm Y 1 1 2 + 1 3 2
24 lim T T e
y—0t Y
Calculos auxiliares Nota:
Fez-se a mudanga de varidvel Aplicaram-se os limites notaveis
| ) o . sin(z) _1
y=Inz+1)er=e— lim 3717
.oet—
se x — 0T, entdo, y — 0T }IL% T =1

Resposta: (B)
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4.2. € Df

A funcao f é continua em x = 7, se existir lim f(z), ou seja,
Tr—rT

se lim f(z) = lim f(x)= f(m)

T—T r—mt
Ora,
lim f(zx) = lim (sin(x) + E) = sin(m) + r=-I Nota:
T T 2 2 2
lim f(z) = lim S S N 72T> _ Aplicou-se o - 1limite
et gomt \ ¥ oW notavel 1111% =1
e T —1 T [ | T T r= T
= lim ——— —14+4-= lm 14 =1-142=2
somt T Ty T e T 3 373
fmy=I(e")+2k+m=k+2k+n=3k+n
Assim, se3k;+7r:g<:>3k;: g—ﬁ<:>3k:—g<:>k:—%,afungéofé

continua em x = 7

4.3. Determinemos a fungéo derivada de f em [0; 7|
! 1
f(x) = (sin(w) + g) = cos(z) + 3
Procuremos os zeros de f’
, 1 1 o
f'(x) =0« cos(z) + 5= 0 < cos(z) = Bt cos(x) = cos 5
2 2
@I:§+k2ﬂ\/$:7§+k2ﬂ,k€z

Atribuindo valores a k, vem,

2w 2w
k=0—zx=—Var=——
YT 3
8w 4
k=1 =—Vzr=—
T 3 Ve 3
4 8w
k=-1l—sr=——Vzr=——
T 3
21
Como z € [0; [, tem-se que z = 3
Elaborando um quadro de sinais para a fungao derivada
2
T 0 % U
f@) |+ ]+ 0 - VW

@ o | 2| 2

N AV

. , . 27 , . 2
A funcao f é estritamente crescente em |0; 30 e é estritamente decrescente em ?; T

. , . 3 7 2
Atinge o valor méximo > + 3 para x = 5
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4.4. Sendo z a abcissa de A e de B, tem-se que:

B (2:5) e Alw: f(a))

AB = ‘f(x) - g‘ = ’sin(m) + g - g = |sin(x)| = sin(x), visto que z €]0; 7|
Assim, se j for a funcao area, vem,

_ ABx|r—az| sin(z) x (7 — )
B 2 B 2

j(x)

, com z €]0;7[

Inserir a funcdo na calculadora, ajustar a janela de visua-
lizacao [0; 7] x [0; 2.5]

0.91 |- - -
|
Desenhar o grafico da fungao j e procurar a abcissa do seu m

ponto de maximo 1) 1.11 w

Encontramos o ponto 1(1.11;0.91), que se encontra assina-
lado no referencial Figura 1
O valor de z, arredondado as centésimas, para o qual a

area do triangulo [ABC] é méxima, é 1.11 rad

Primeiro Processo

Comecemos por colocar as sete bolas brancas na prateleira. Como as sete bolas brancas nao se distinguem
entdo existem '9C; maneiras diferentes de as colocar na prateleira. Colocadas as sete bolas brancas,
restam nove compartimentos para colocar as quatro bolas azuis que sao numeradas e que portanto, se
distinguem umas das outras. existem A, maneiras distintas de colocar as bolas azuis na prateleira. Por
fim, restam cinco compartimentos para colocar as cinco bolas vermelhas, (que também sdo numeradas, e
portanto, distinguem-se umas das outras). H4 ® A5 = 5! maneiras distintas de colocar as bolas vermelhas
na prateleira

Concluindo, hd '6C7 x? A4 x5 A5 = 4151347200 maneiras diferentes de colocar as bolas na prateleira

Segundo Processo

Comecemos por colocar as cinco bolas vermelhas na prateleira. Como as cinco bolas vermelhas se dis-
inguem, entao existem maneiras diferentes de as colocar na prateleira. Colocadas as cinco bolas
t , ent tem 1645 diferentes d 1 pratel Colocad bol
vermelhas, restam onze compartimentos para colocar as quatro bolas azuis que sao numeradas e que
portanto, se distinguem umas das outras. existem ''A, maneiras distintas de colocar as bolas azuis na
prateleira. Por fim, restam sete compartimentos para colocar as sete bolas brancas, que nao se distinguem
umas das outras. H4 uma tnica maneira de colocar as bolas brancas na prateleira (estando ja colocadas
as outras)
Concluindo, hd 1845 x!1 A, = 4151347200 maneiras diferentes de colocar as bolas na prateleira

) 5

Terceiro Processo

Comecemos por colocar as quatro bolas azuis na prateleira. Como as quatro bolas azuis se distinguem,
entdo existem 164, maneiras diferentes de as colocar na caixa. Colocadas as quatro bolas azuis, restam
doze compartimentos para colocar as cinco bolas vermelhas que sao numeradas e que portanto, se dis-
tinguem umas das outras. existem '2As; maneiras distintas de colocar as bolas vermelhas na prateleira.
Por fim, restam sete compartimentos para colocar as sete bolas brancas, que nao se distinguem umas das
outras. H4 uma tnica maneira de colocar as bolas brancas na caixa (estando j& colocadas as outras)
Concluindo, hé 164, x'2 A5 = 4151347200 maneiras diferentes de colocar as bolas na prateleira

Obs.: Ha mais processos de resolucao
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O ntimero de casos possiveis é igual a 7Cy, dado que se escolhem duas bolas de um conjunto de dezassete

Quanto ao numero de casos favoraveis:
Para que o produto dos ntimeros seja igual a quatro tem de ocorrer o seguinte:

® Saem duas bolas com o ntimero 2: 8C,
® Sai uma bola com ndmero 1 e outra com numero 4: 2Cy x3 Cy

Entao o nimero de casos favoraveis é igual a 8Cy +2 C; x3 C;

8 2 3
1
Assim, a probabilidade pedida serd igual a P = G2 + 17(;1 x”Ch =1
2

7. A equagdo reduzida da reta r é da forma y = ma + b,m,b € R

Ora,
2 2 2
2 +2 ) 22 (14 = lim (—1+ =
f(z) i z—1 L TP A2 (=) x? T 400 x2
lim —= = lim ———— = lim ——— =\ lim = = =
r—+o0 I r——+00 x r—+oo T4 — xT—+00 .132 1— = . 1
22 lim (1-——
Tr——+00 X
—-140
= :—]_
1-0
Logo, m = -1
—z? 42 —2?2 42422 -2 ) —z 42
mkffOO(f(x)”)—mETm( o +x)—x£rfm( P )—mkzzo(x_l)—
1+ 1 1+2
x| — - im | —
. x T—+00 T —-140
= lim = =-1

Logo, b= —1
Concluindo, equagao reduzida daretar é y = —z — 1
Observagao: Também se poderia ter optado pelo cdlculo dos limites quando x tende para —oo

Resposta: (D)

8.1. Determinemos uma equacao do plano ABC
Um vetor normal ao plano poderd ser um vetor diretor da reta que contém a altura da pirdmide, ou
seja, podera ser 3(0; 2;2)
assim, ABC : 0x + 2y + 22+ d=0,d € R, ou seja, ABC : 2y +224+d=0,d € R
Como A (0,2;0) é um ponto deste plano, vem,

2x242x04+d=004+44+d=0&d=—-4
Logo, ABC : 2y +2z—4=0,ouseja, ABC:y+2—2=0

Determinemos, agora o ponto S, de intersegao deste plano com a reta que contém a altura da piramide
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Ora, um ponto genérico da reta é (2; —2 + 2k; —2 4+ 2k), k € R
Assim, substituindo na equagao do plano, vem,

3
—2+2k—2+2k—2:0©4k—6=0@k:5
Portanto,

S (2;—2—1—2 X g;—2—|—2 X 3), ou seja, S (2;1;1)
Determinemos as coordenadas do ponto V'

Este ponto é o ponto de de intersecao do plano ABV com a reta que contém a altura da piramide

Ora, um ponto genérico da reta é (2; —2 + 2k; —2 4+ 2k), k € R
Assim, substituindo na equacéo do plano, vem,

—3x2-242k—-2+42k-2=04k—-12=0< k=3
Portanto,

V(2;-242x3;—2+4 2 x 3), ou seja, V (2;4;4)

A medida da altura da pirdmide ¢ VS = /(2 —-2)2+ (4 —1)2+ (4 — 1)2 = /18 = 32
8.2. Um vetor normal ao plano ABV é ?(—3; 1;1)

Um vetor normal ao plano « é 3(2)\2 —1;20%1)

O plano ABV ¢ perpendicular ao plano «, se o - B =0

T B =00 @2 1) x(-3) 122 x1+1x1=06 6X2+3+202 41 =0

S -dN=-dsN=1cA=1+1

Resposta: existem dois valores para A

8

1
e
“§ e (L] -
p=0 b 2y
8 p
= [8C’p x 287P x 287P x (—1)P x <1) } =
p=0 2y
8
=3 [BC, x (m1)P x 257P x 8P x 27P x y 7P| =
p=0
8
=3 [BC, x (=1)P x 28727 x o8P x y 7P| =

=
Il
=)

Procuremos p € Ngp de modoque 8 —p=4A—-p=—4AN0<p<8
8—p=4N—p=—AN0<p<B8p=4Ap=4N0<p<8&&p=4€Nyeld<4<8

4 no desenvolvimento

Entao, existe termo da forma az*y~
Termo:3Cy x (—1)* x 2878 x 2874 x y=* = 7024y ~*

Resposta: (A)
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10. Se, se retiram, ao acaso, duas bolas da caixa X e se colocam na caixa Y e de seguida, se retiram trés
bolas da caixa Y e se multiplicam os respetivos niimeros, entao, atendendo a constituicao das duas caixas,
independentemente do tipo de nimero das bolas que saem da caixa X , quando colocadas na caixa Y,
o produto das trés bolas retiradas da caixa Y val ser sempre um numero par. Com efeito, na pior das
hipéteses, poderia entrar na caixa Y a bola com o niimero um que existe na caixa X, e neste caso, ficariam
na caixa Y duas bolas com nimero impar e as restantes com nimero par. Ora, quando se retiram trés
bolas da caixa Y, necessariamente, uma delas vai ter ntimero par, e por consequéncia, quando se multi-
plicam os nimeros obtemos um nimero par

Assim sendo, a probabilidade pedida é igual a um

11. .

Por hipétese sabemos que f'(¢) = 0, para ¢ €]a; b[
Ora,

Fre) = tim L =L@ @0y @)

z—ct xr—cC z—ct T —C z—ct T —C
Como também se sabe que f”(c) > 0, entdo, existe um intervalo |¢; ¢ + €[, > 0, no qual f/(z) toma sinal
positivo. Sendo assim, a fungao f é crescente em |¢; ¢+ €[, > 0, ou seja, f(c) < f(z)

De modo anélogo,

f"(c) = lim w = lim M — lim @

r—c r—cC T—c™ xr —cC r—c~ X — C

Como também se sabe que f”(c) > 0, entdo, existe um intervalo Jc — ¢;¢[,e > 0, no qual f’(x) toma sinal
negativo. Sendo assim, a funcdo f é decrescente em |c — g;c[,e > 0, ou seja, f(c) < f(x)

Concluindo, a funcao f admite um minimo relativo para z = ¢

Resposta: (B)

12. Determinemos a fungao derivada de F'
F'(t) = (A x eth)/ =—AB x e B!

Assim,

F(t) A x e Bt

1
F'(t)y —ABxe Bt B

Resposta: (B)
13. .
1
Ora, lim(a,) = lim <2+\/ﬁ) =24 —— :2+ioo =92+

Assim,
In [elimf(an)] = lim f(a’ﬂ) =3

Resposta: (C)
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14. A abcissa do ponto de tangéncia A, é o zero da funcao f

Ora,

1 —In(z)

o =0Az>0<1-In(z)=0Az>0<n(x)=1Az>0cz=chz>0a=c¢

f@) =0
Assim, o ponto de tangéncia é A(e;0)

Determinemos a fungao derivada de f

T

o) = (1—1n(x)>’ e (1 m() x (e ) € (—i-l-l—ln(x)) SR

e~ 6—23: 6—256 e~

Seja m o declive da reta tangente

1 1 1
——+4+1—-In(e) ——+1-1 = 1
N € _ e ___e _ _ -1
m=fle) =t = e = e
Assim sendo, a equacdo reduzida da reta tangente t é da forma y = —e® 'z +b,b € R
Como a reta passa no ponto A(e;0), vem,
0=—-e"Txe+bsb=c¢"
Portanto, a equacao reduzida da reta t é y = —e® 1z + €°
Determinemos a abcissa do ponto B, que é a solucdo da equacio —e® 'z 4+ e® = —e
e +e
—ef g tef=—eco el =—ct—e = +
eefl
Assim a drea do trapézio [ABCO] é igual a
o L ee +e ) eeJrl —|—€2
4 AO+ B e, S " et e et 4 ectl 4 2
= —m = —m— e = = =
[ABCO] 2 2 2 2ee1
2ectl 4 2 ) 4
= g1 =€ + —e’7¢

Professor Francisco Cabral Pagina 8 de 8 Exame Modelo VII ‘ 122 ano



