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Exame Modelo VI
Proposta de Resolucao

12.2 Ano de Escolaridade | Turma G-K

CADERNO 1

1.1. P2001/2002

Seja @ = (2; —1;1), um vetor normal ao plano «, e seja 7 = (—4;2; —2), um vetor diretor
da reta r

Ora,

QT =(2,-151) - (4,2, -2) = —8—-2—-2=—12#£0

Logo, a reta r nao é paralela ao plano «

@ = k7, para algum k € R\ {0}

1
k=_Z=

—4k =2 ?

A=k7T & (2-11D) =k(-42-2)e{ 2k=-1 & k=—-
—2k =1 1

T2

Como este sistema é possivel determinado, tem-se que os vetores d e T, sdo colineares,
entao, a reta r é perpendicular ao plano «

Assim, resulta que:
a afirmagao (I) é falsa
a afirmagao (II) é falsa
a afirmagao (III) é falsa
a afirmagao (IV) é verdadeira
Resposta:(D)
1.2. PMC2015

9(0) = —¢’ = -1

(fog)(0) = flg(0)] = f(—1) = 2% — 3arccos <_21+1> = 2% — 3arccos (;) =
2w T 7T

=— —-3X—-=——
3 3 3

Resposta:(B)
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2.1.

2.2.

Determinemos o médio M do segmento de reta [BC]
447 3—-1 040 11
M + ; ; + ou seja, M [ —;1;0
2 2 2 2
Um vetor normal ao plano 8 pedido, podera ser o vetor diretor da reta CE
B = (8:6:-10)
uma equacao do plano 8 é 8¢+ 6y — 10z +d=0,d € R

Como o ponto M = <121, 1; 0) pertence ao plano (3, vem,

8 X 1?14—6>< 1-10x0+d=0&444+6+d=0<d= —50

Logo, 8x+6y—10z—50 = 0, ou ainda 4x+3y—52—25 = 0 é uma equacao do plano 8 pedido
Resposta:(D)

O ponto FE é da forma (0;0; 2).
Como o ponto pertence a reta C'E, tem-se que:

(0;0;2) = (4;3;0) + k(8;6; —10), para algum k real. entao,

1 _ 1
0=4+8k :_% N %
0=3+6k <& b REN - _ -

= 2
z = —10k 2
z = —10k z=—=—x(=10)=5

e portanto, £(0;0;5)
Determinemos o volume do paralelepipedo

Comecemos por determinar a medida do lado da base (que é um quadrado)

ICB) = /(T =47 + (-1 =37+ (0-0 = V& =5

A 4rea da base do paralelepipedo é Apyse = 5% = 25

A altura do paralelepipedo é igual a 5, pois é o valor absoluto da cota do ponto F

O paralelepipedo é um cubo

entao, o volume do paralelepipedo € Vyuraiciepipedo = aresta® = 5% = 125 unidades cibicas

Determinemos a medida do lado da base da piramide, recorrendo ao Teorema de Pitagoras,
aplicado ao triangulo retangulo [PGQ):

SROROR

S 25 25 — 25
e sendo assim, a drea da base da pirdmide (que é um quadrado), é

25
Abasedapir&mide = ?

Como o volume da piramide é um décimo do volume do paralelepipedo, entao, tem-se que:

V;)irémide = E X V}oaralelepipedo ~
25
? X h 1
& = — X125 &
3 10 "
25h _ 125
6 10
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2.3.

2.4.

750
S 2h=—< h=3
10

Ou seja, a altura da piramide ¢é igual a 3, e portanto, a cota do vértice V é 8

A condicao ﬁ : CTP> = 0 define a superficie esférica de diametro [AC]

Quanto ao ponto A

A=0+C

Como ﬁ =B—-C=(7,-1;0) — (4;3;0) = (3; —4;0), tem-se que,

A= O+C@ = (0;0;0) + (3; —4;0) = (3; —4;0)

Determinemos o centro M da superficie esférica, que serd o ponto médio do segmento de
reta [AC]|

M= 3+4;—4+3;O+0 _ Z;_l;o
2 2 2 2 2

Determinemos o diametro d
d=+/(3—4)2+(-4-3)2+(0-0)2=/1+49=5V2
5v/2

entao, o raio r da esfera é igual a r = ——

sendo assim, a equacao reduzida da superficie esférica é:

2
7\? 1\? s [5V2
<x—2> +<y+2> +(2-0) _<2
j I 2+ . 2+ 22
ou seja, | & 5 Y 5 z =5

Os multiplos de 4 sao 4;8;12,16 e 20
Os muiltiplos de 5 sao 5;10;15 e 20

Constatamos que hd um multiplo comum, que é o 20

Como as faces vao ser numeradas com ntumeros distintos, tem-se que o nimero 20 nao
podera estar ao mesmo tempo numa face da piramide e numa face do paralelepipedo
Assim, poderemos resolver este problema por, pelo menos dois processos

12 processo:

Numeramos as faces da piramide (ou do paralelepipedo) com os quatro multiplos de cinco
, 0 que poderd ser feito de A4 = 4! maneiras distintas. Para cada uma destas maneiras de
numerar as faces da pirdmide (ou do paralelepipedo), podemos numerar as faces do parale-
lepipedo (ou da pirdmide) com niimeros que sdo miiltiplos de quatro de 44 = 4!, (note-se
que se retirou o nimero 20 do conjunto dos multiplos de quatro)

Portanto, podemos numerar as oito faces de 44 x* A4 x 2 = 1152 maneiras distintas

22 processo:

Numeramos as faces da piramide (ou do paralelepipedo) com os quatro multiplos de cinco
, 0 que podera ser feito de A, = 4! maneiras distintas. Para cada uma destas maneiras
de numerar as faces da piramide (ou do paralelepipedo), podemos numerar as faces do
paralelepipedo (ou da piramide) de ® A4 = 4!, (note-se que se inclui o nimero 20 do conjunto
dos muiltiplos de quatro)

Portanto, poderfamos numerar as oito faces de 444 x® A4 x 2 = 5760 maneiras distintas
Como nesta contagem estao todas as numeracgoes das oito faces em que aparece o
ntmero 20 repetido, entao teremos de retirar todas estas numeragoes, que sao dadas por
4 x% Ay x3 Az x 4 x 2 = 4608

Resumindo, poderemos numerar as oito faces de

YA, xP Ay x2—4x* Ay x3 Ag x 4 x 2 = 5760 — 4608 = 1152 maneiras distintas
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3.1. Seja x o numero de alunos do 9° Ano
entao,
2z o nimero de alunos do 7° Ano
2z o nimero de alunos do 8° Ano

Como na escola ha 600 alunos, vem,
600
20 4+ 2x 4+ 2 =600 & b =600 &z = ?@ajzl%
Entao, na escola ha: 240 alunos no 7° Ano, 240 alunos no 8° Ano e 120 alunos no 9° Ano

Como se pretende um grupo de doze alunos, sendo cinco do sétimo ano, cinco do oitavo
ano e dois do nono, tendo estes dois iltimos tarefas diferenciadas, tem-se que o ntimero de
grupos que se podem constituir é igual a 240C5 x240 C5 x 120 A,

Resposta:(C)

3.2. Sejam os acontecimentos

M: 7”0 aluno escolhe Mtsica”
E: 70 aluno escolhe Expressao Plédstica”

Dos dados, tem-se,

P(E) = 3 P(M)
P(E)=2P(MNE)
P(E|M)=2P(MNE)

Pretende-se o valor de P(M U E)

Ora,
P(MNE) 1
PE|M)=2P(MNE — - =2P(MNE P(M) ==
(B| M) =2P(M N E) & =g =2P(M N E) & P(M) = 5
Logo,
1 1 1 1
2 2 2 4
Portanto,
= — = 1
P(E):2P(M0E)<:>1—P(E):2P(MUE)<:>1—Z:2P(MUE)<:)
3 — 3 S 3
@Z:2P(MUE)<:>§:P(MUE)(:)gzl—P(MUE)@
3 5

4. A medida da base do triangulo é BC = ‘g — (—g) = g + g‘ =7
A medida da altura do triangulo é h = | =3 — f(z)| = | =3+ 1—2cos(2x)| = | —2 —2cos(2z)| =
= |2+ 2cos(2x)]
Portanto, vem,
BC x h 242 2
g(x) = T 12+ 2cos(2z)| = m X |1 + cos(2x)|, representa a funcao area do triangulo

2
[ABC]
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Pretende-se encontrar x € }—g; g [, tal que g(x) =5

Inserir as fungoes:
y1 = X |1 4 cos(2z)| Yy
Y2 =9

Desenhar os graficos das duas
funcoes

oYz =5

Procurar a abcissa do ponto de
intersecao dos dois graficos

y1 =7 X |1 4 cos(2x)|

z —0.470 | 047 T
2 2

c
Tem-se, x1 ~ —0.47 e xo ~ 0.47

5. Se a, b e 36 sao trés termos consecutivos de uma progressao aritmética e a, b e 48 sdo trés termos
consecutivos de uma progressao geométrica, entao, tem-se,

b—a=36—-0b a=2b— 36 a=2b— 36
a=2b—36
{ b_18 ‘:’{ b = b _ 48 @{b2:48><(2b—36)
a b a b 2b — 36 b
- a=2-36 /o 4“:121’*;’6 - 0= 2b—36
b2 — 96b + 1728 = 0 p o 0E V967 —4x1x1728 b=24Vb=T72
2x1
Como b < 36, vem, b = 24
Assim,
o[ a=2%-36 a=2x24—36 a=12
b— 924 b=24 b= 24

6. A condigdo |z| < 2, define o circulo aberto centrado na origem do referencial e de raio 2
A condigao Re(z) > 0A Im(z) > 0, define o primeiro quadrante
A condicao Re(z) < 0A Im(z) < 0, define o terceiro quadrante

A condigao dada define o conjunto de pontos da opgao (A)

Resposta:(A)

CADERNO 2

7.1. P2001/2002
Sabe-se que

P(A) = %

P(AN B) = P(A) x P(B)
P(AUB) = %

Entao,
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3 3 2 3
P(AUB)—g@P(A)—i—P(B)—P(AﬂB):g@g+P(B)—P(A)><P(B)23<:>
2 2 3 2 3 2 3 1
-+ PB)—-xP(B)=- 1—= P(B)=-—-—--xP(B)=-
@i PE)-txPm = e (1-3)xPB =f -t e lxPm) - ;o
1 5 1
& P(B) = x 2 & P(B) =5
Portanto,
_ 1 2
PB)=1-PB)=1—=-=-
(B) (B)=1-3=3
Resposta:(B)
7.2. PMC2015
2 42
De%—kb—Q:l, sabe-se que,
a’> =36 < a = 46, e como a > 0, vem, a = 6 — medida do semieixo maior
Portanto OA = 6
Como OA = 20B, entdao, OB =3
Logo, b = 3 - medida do semieixo menor
=0 +?236=9+2=36-9=c<c=+V27,
e como ¢ > 0, vem, ¢ = 3v/3 — medida da semidistancia focal
Portanto,
Logo,
AE =6-3V3
AE x OB
A[ABED]:2><+:(6—3\/§)><3:(18—3\/§)u.a.
Resposta:(D)
8. .
S— Z1 Z1 3 3i 3—+3i
8.1.(1+z')><,z—ﬂ:0@(1—i)xz:ﬂ@(1—i)xz:+7‘ﬁf@(—i)xz: ‘ﬁf@
21 21 3+4/3i 3+V3i
o (-i)xz= oV L yxee — O '\/32) ,@(1—i)xz:m
3+ /3 (34 v/3i)(3 — V/3i) 9+3
6 — 61/3i 1—/3i 1—/3i 1—/3i
& (1—-i)xz D S (1—i)xz 5 T (1—@')><2®Z 5 o ©
@Z_(1—\/§i)(2—|—2i)@2_2+2i—2\/§z‘+2\/§©z_2+2\/§+2—2\/§i®
(2 —20)(2 4 2i0) B 444 8 8
1+v3  1-V3.
z= 1 + 1 1

1+4v3 1—-+3.
+ 7
4 4

O conjunto solucao da equacao é C.S. = {

8.2. Comecemos por escrever z; na forma trigonométrica

o1 = /3 + (V32 = V12— 2V3
Seja Arg(z1) =6

3
tan(f) = \3[ , e afixo de z; pertence ao primeiro quadrante
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T
1 0=—
0go, 6
Portanto, z1 = 2\/§ei%

29 =43 (cos (%) + isin <%)> = /36

Assim,

(a x 2 \" _ <2\/§ei’é x \/§> B (maz . \/§> _ (NEH> _
R V3eiE - - 0 ) -

V3eis V3ei(=%)
- (2\/§ei(‘%+%))” - (2\/562‘(%”))” _ (2\/361‘(%))" = (2v3)" x (%)

21Xz \" . .- ‘
Para que — seja um numero real positivo, devera ter-se,
Z2

%:%w,keZ*

Ou seja,
n =4k, k € Z*

Como se pretende o menor valor de n, entao, k terd de ser igual a 1, e portanto, n = 4

9.1. P2001/2002

Os valores que a variavel X pode tomar sao: 0, 1 e 2

3 3 (3’
PX: = — —_ = —
(=0 =77 <4>
P(X:I):l><§—|—§><}:2><1><§
474744 474
1 1 /(1
PX=2)=-x-=(=
(=2 =73 <4)

3\ 2 1 3

Resposta:(B)

9.2. PMC2015
Como D'z = [—2;2], entdo A =2

Assim,

x(t) = 2cos <Et+ z), comt el
3 4

Logo,

2
t:O—»x(O):2xcos<ng+%) :2(:05(%) :2><\2[:\/§
Resposta:(C)
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10. ¢ = 0 — inicio de 1999
t = 1 — inicio de 2000
t = 2 — inicio de 2001

t = 10 — inicio de 2009

t = 11 — inicio de 2010 ou fim de 2009
Sabe-se que no inicio de 1999 havia 40000 gnus no parque, entdao G(0) = 40000

no final de 2009 esse nimero sofreu um aumento de 20000, entao, G(11) = 60000

e que com o passar do tempo o nimero de gnus tende para 120000, entao lim G(t) = 120000

Assim,

G(0) = 40000
G(11) = 60000 <«
lim G(t) = 120000

1 hx b = 40000

——— = 60000
1+5b xae
——— =120000
1+b6x0

0 _ 40000
1+b
N 120000

T+ bx etk — 00000

a = 120000

( b=2
120000

= —— = 60000
14 bx e 11k

a = 120000
b=2

e 142 x etk - 120000

60000
a = 120000

b=2

& —11k=1In <;> =

a = 120000

11. Sabe-se que a reta de equagao y = ex + 1 é assintota ao grafico, logo,

Entao,

lim g(z)= lim

r——+00 T——+00 x2
2

b G@?2 L Af(

r—r—+00 x r——+00 x

=e2—4ex0+0=¢2

Logo, a reta de equacao y = e

Resposta: (B)

(f(z) =2

a

— — 40000 =400
1+bx e kx0 1—|ab><e0 0000
— —  — 60000
1+5b Xae*kxn 60000 1+ b&< e~ 11k <
lim—— =12 - —120000
lm1+bxe—kta 0000 1+bxe>™
——— = 40000 @ _
50 i 40000
— = 60000 e _
< 1+bx e*lék 1+bxe 11k 60000
T = 120000 a = 120000
b= 1420000000O b=3-1
o) 120000 o 120000 600
T — 60000 11+ bx c-11k
L+bx etk — 120000
a = 120000 a=
b=2 b=2
120000 120000
AV s 2 60000
1+2xe 11k 60000 142 x e 11k
a = 120000 a = 120000
b=2 b=2 b= 12
& 14+2xe =2 2xe =1 & e Mh=C
a = 120000 a = 120000 o — 120009
b=2 e 2 b=2
~1lk=-In(2) &< k== ) & k ~ 0.06
lim M =e
T—+00 X
2 2 _
) lim (f(x)) ;lf(ﬂﬁ) +4
r——+400 X
2
1 4
)—i— lim %: < lim f(ac)) —4x lim &x lim —+— =
r——+00 I r—4o00 I r—+oo0 X r—4oco xr 400

2

12. .
——xa
12.1. hm h(x) — hm : axr _ 2 C i
v=—5" z——z+ sin(27) 0-
Logo, a reta de equacao x = _g’

Resposta: (B)

¢é assintota horizontal ao grafico da funcao ¢

é assintota vertical ao grafico da funcao h
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12.2. 0 € Dy, e é ponto aderente de Dy,

A fungao h é continua em x = 0, se existir lim h(x), ou seja, se lim h(z) = h(0) e
z—0 z—0—

lim A(z) =h(0

lim () = (0)

Ora,

2 1 1
limh(m)zlim,&:(%)gxlim 'x =2 : =42
=0~ 2—0~ sin(2x) 2 " 22-0- sin(2x) 2 lim sin(2z) 271 2

2c—0- 2T
Utilizou-se o limite notavel lim sin(z) =1
z—0 T

lL—e ™ (o)1 e —1 1 e -1 2 1 2
lim h(z) = li 2T () Ik him T = D x — ==X -=-
MO = B A =T R

X
-1

Utilizou-se o limite notavel lim < =1

z—0 T

h(0) =1

Para a funcao ser continua em zero, devera ter-se,
lim h(z) =h(0) e lim h(z)=h(0)
z—0~ z—0t

Ou seja,
a
521 a=2
<~
2 b=2
21 =
b

13. Calculemos a funcao primeira derivada de f

P)= () = () b me=- et o

x x2

Calculemos a fungao segunda derivada de f

Zeros de f”

1 20+ 1

2 1
f//<m) =0 ez X x4 i =

—=0s

—0eer =0V X

x
1 1
< equagao impossivel \/(2x+1:0/\x47é0)<:>x:—§/\x7é0<:>$:—§

Quadro de sinal de f” e das concavidades do gréafico de f

x —00 —% 0 | +oo
es + + |+ + |+
20+1 ] — 0 + | + +
z? + + |+ 0] +
1" (x) - 0 + [ nd | +
2+¢é3
f(zx) ~ 502 — | nd. | —
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e 2 4¢3
2 2e2

1 _% 1 _9 , € 1
f<_>:€7+2€:€ ‘1‘52?'}‘ =

1
O grafico da funcao f tem a concavidade voltada para baixo em } —00—5 [, tem a concavidade
1
voltada para cima em ]—2;0[ e em |0;+oco[, e tem um ponto de inflexdo, de coordenadas
1 24 e3
27 2e2
14. Ora,

f(e) = n(e) = 1
f(2e) = In(2e

Declive da reta AB

_ f(2e) = f(e) In(2e) =1 In(2) +In(e) -1 In(2)+1-1 In(2)
mAB = 2e —e N e N e N e e

A reta AB é da forma

In(2
y:Mx—l—b,combeR
e

Como a reta passa no ponto A(e; 1), vem,

In(2
1:£><e+b<:>1:ln(2)—|—b<:>b:1—ln(2)
Logo,
yzw$+l—ln(2)

e

Determinemos a abcissa do ponto de intersecao desta reta com o eixo Ox

0= hl((52)x+1—ln(2)<:>m£2)x:1n(2)—1<:>x: (In(2) — 1) x lnf2) @x:e(lnl(j(;)_l)
Entéo, o ponto C tem abcissa 6(1111;2()2)_1)

Quanto a drea do triangulo [BC D]

BD = In(2e) = In(2) + In(e) = In(2) + 1

— e(In(2) —1)| [2eIn(2) —e(In(2) —1)| [2eIn(2) —eln(2) +e| |eln(2)+e|
OD = 2e = =5y ‘ - In(2) ' - In(2) T Tme) |
_ le(In(2) +1) ‘ _ e(In(2) + 1)
In(2) In(2)
Assim,
e(In(2) +1)
) _ BDxCD _ (In(2) +1) x == 73 _e(1+1n(2))?
[BCD] — 9 = B = 21n(2) u.a.
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