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Exame Modelo V
Proposta de Resolucao

12.2 Ano de Escolaridade | Turma G-K

1.1.

1.2.

2.1.

CADERNO 1
P2001 /2002
. . 1
P(sair face nacional)= 5
1
P(sair face europeia)= 3
Portanto,
1\ 10 1\ 10
P(pedida) =2° Cyg x <2) X (2) ~ 0.18
Resposta:(C)
PMC2015
45 21 24
O f ‘1 A = — - — = — =
periodo do oscilador é T 1 1 1 6
. 2 2 s
assim, —=6&a=—a=—
« 1 6 1 3
e a frequéncia é f = — = =
T 6

Resposta:(C)

Determinemos uma equagao do plano ABC

Um vetor normal ao plano podera ser um vetor diretor da reta que contém a altura da
piramide, ou seja, podera ser o = (0;6;6)

assim, ABC : 0z +6y+6z+d=0,d e R

13
Como T <1, > 2) é um ponto deste plano, vem,

1 3
Logo, ABC : 6y + 6z — 12 =0, ou seja, ABC : y+2—-2=0

Determinemos, agora o ponto .S, de intersecao deste plano com a reta que contém a altura
da piramide

Ora, um ponto genérico da reta é (2; —2 + 6k; —2 + 6k),k € R
Assim, substituindo na equacéo do plano, vem,

ABC:—2+6k:—2+6k:—2:0<:>12k:—6=0(:>k::%
Portanto,

Professor Francisco Cabral 1/9 junho de 2018 | Exame Modelo V - Proposta de resolugao



1 1
5’(2;—2+6><2;—2+6><2>,ouseja,5’(2;l;1)
Ora, BC = AD =4

Determinemos a medida do lado [AB] da base da piramide

BS=+/(0-224+(0-12+(2-1)2=6

Logo, BD = 2/6

Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triangulo retangulo [ABD]
vem,

BD'=AB"+AD" & AB = (2V6)? — 42 & AB =24 — 16 & AB =8 < AB = +/8,
e AB > 0, logo, AB = 21/2

A medida da altura da pirdmide ¢ V.S = /(2 —-2)2+ (4 —1)2+ (4 —1)2 =18 = 32
Assim,

1 - —— — 1
Vpimmide:§xBC’xABxVS:g><4><2\/§><3\/§:16u.v.

2.2. A condigao AP 677 = 0 define a superficie esférica de diametro [AC]

2.3. O nimero de casos possiveis é igual a 8%, pois temos oito cores disponiveis para colorir
cinco faces da piramide
Quanto ao numero de casos favoraveis: Para colorir duas faces opostas, com a mesma cor,
temos oito cores disponiveis. Escolhida essa cor, as restantes faces podem ser coloridas de
7 A3 maneiras distintas. Tendo em conta que temos dois pares de faces opostas, entdo, o
nimero de casos favoraveis é igual a 8 x” Az x 2

TA3x2 1
Assim, P(pedida) = > 853X - 100254

3.1. A Ana tem oito escolhas para se sentar a mesa. Para cada uma dessas escolhas, o Pedro s6
tem um escolha, dado que tem de ficar sentado em frente da Ana. Assim a Ana e o Pedro
podem sentar-se um em frente ao outro de oito maneiras distintas. Para cada uma destas
maneiras, os restantes oito amigos podem sentar-se de 8! maneiras distintas
Resumindo, os dez elementos podem sentar-se a mesa de 8 x 8! = 322560 maneiras distintas
Resposta:(A)

3.2. Sejam os acontecimentos

A: 7ser mulher”
B' k) z L))
: "ter mota propria

Dos dados, tem-se,

P(A) =

_ 1
p(A):1—11D(A):1—5:5
P(B|A)=
P(E!Z):i

Pretende-se o valor de P(A | B)
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1 P(BNA 1 11
P(B|A)=- =-oPBNA)=-xPA P(BNA)=-x—
1
P(BNA)=—
— 1  PBNA) 1 — 1 — 1 4
P(B|A)=- — - =-& PBNA)=-xP(A P(BUA)=-x -
B1A)= o ~pag == PENA) = 1 x PA) & PEUA) = x ¢ &
1 1
<:>1—P(BUA):5<:>1—[P(B)+P(A)—P(BOA)}:5(:>
1 1 1 1
4 1 1 4 1 1 13
-PB)+-+—=-<PB)=-+—-—= B)=—
< ()+5+20 5 (B) 5+20 5@ (B) 20
Portanto,
B 13 1
— P(AnB) P(B)—-PANB) 959 99 12
(418) P(B) P(B) 13 13
20
4. f(0) =%+ 0% = 1, logo, A(0;1)
1 1
f(l):e_1+12:+1,log0,B<1;+1)
e e
flx) = (e "+ x2)l =—e %+ 2z
logo, f'(c) = —e~ ¢+ 2¢ é o declive da reta tangente ao grafico no ponto C
1+1 1
1) — f(0 ° -
mAB:f(i_(J)c():e T :g,éodeclivedaretasecanteAB
Assim, deverd ter-se,
f'(c) =mag
Portanto, vem,
1
—e “+2c=—
e
Inserir as funcoes: y

y1=—e “+2c
1
Y2 = -
e

Desenhar os graficos das duas fungoes

Procurar a abcissa do ponto de intersecao dos dois
graficos

Tem-se, ¢ ~ 0.49

1 =—e “+2¢

Yyr = ¢

—l-do—-__2
o

0.49

Qlair
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5. w = 2sin(a) + 2i cos(a) = 2 cos (g — a) + 2isin (g - a) = 2¢i(5-)
entao,
w3 = e2 x [2ei(%_°‘) ’ — el% x 23 x ei(%_3°‘) = Sei(%+37ﬂ_3o‘) = 8ei(2m—=3a) —
= 8cos (2m — 3a) + 8isin (27 — 3a) = 8 cos (3a) — i sin (3«)

3

iw> é solugao da condi¢ao Re(z)=Im(z), se e s6 se,

8 cos (3a) = —8sin (3a) < cos (3a) = cos (g +3a) &
<:>3a:g+3a+2k:7r\/3a:—g—3a+2k7r,k:€Z<:>

1
< equacao impossivel Vba = —g +2km k€l & a= —112 + gkw, keZ

Atribuindo valores a k

T T
m0-am g
00—« 12%02
P 7T+7T 3T 7T€:|O7T[
=] >0 = —— —_——= — = — J—
12 3 12 4 )
T 2T T T
:2 = —— _— = — :|7—|:
k=2za=-—pt3 =570
T
L = —
0g0, « 1

Resposta:(B)

6. Seja r a razao da progressao geométrica

Entao,
131072
7“3:%@7‘3: s =512er=512cr=28
aq 256
Logo, a razao da progressao geométrica é 8
6 ar ¢ 131072 131072 131072 1
=— 8= & 262144 = Sap = Sar =
" ay a1 T 262144 T M T 2
Assim,
585 1 1-—-8" 585 1 8*—1 585
Sp=—< = =— & - =—&8"-1=7Tx58<8"—1=4095 <

2 92X 18 2 T2 77 2
S8 =4096 < 8" =8 n=4€eN
Logo, n =4

7. Comecemos por determinar o raio do circulo

AE = \J(-7+2V34+ 72 + (4—2)? = VIZ+ 4 = 4
A condicao que define o circulo é |z — (=74 2i)| < 4, ou seja, |z + 7 —2i| <4

O semiplano é definido por y > 4, ou ainda, Im(z) > 4

Assim, a condigao que define a regiao colorida é |z + 7 — 2i| < 4A Im(z) > 4
Resposta:(C)

Professor Francisco Cabral 4/9 junho de 2018 | Exame Modelo V - Proposta de resolugao



CADERNO 2

8.1. P2001,/2002

Ora,

1 1 1 11
3+4+a+f1+3—1/\b—3a(:>112+a+3a—1/\f—3a<:>
<:>4a:11_12/\b:13a<:>4a:112/\b:3a<:>a:48/\b:3a<:>
@a:@/\b:3><@<:>a:@/\b:ﬁ

1
L P(X=3)=—
Resposta:(D)

8.2. PM(C2015
922 16y? 2 q?
ZH16 =1 e T+ —— =1 =
da” + 16y Cim T T %%t
Assim,

a’> =16 < a = +4, e como a > 0, vem, a = 4 — medida do semieixo maior
b> =9 < b==43, e como b >0, vem, b = 3 - medida do semieixo menor

=P+ 16=94+2=16-9=c<c=+V7,
e como ¢ > 0, vem, ¢ = /7 — medida da semidistancia focal

Portanto,

A(4;0), B(0;3), D(0; =3) e C(—V/T;0)

Logo,
AC x OB
A[ABCD]:2X%=(4+\ﬁ)><3:(12+3ﬁ)u.a.
Resposta:(D)
- (1 —1i) x4 (A=) xS (=) xad (1 —d) x (=)
- ™ e (TYYY 1+ (044)° 14 T4
1+<cos(2)—i—zs1n<2))
it 11— (48
14+4¢  1+4i 141

Logo, w = €'

Assim, tem-se que o afixo de w situa-se numa circunferéncia de centro na origem e raio 1
Portanto, como o hexagono esta inscrito nessa circunferéncia, a medida do seu lado é igual ao
raio, ou seja, é igual a um

Resumindo,

o perimetro do hexdgono € igual a 6 wu.c.
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10. .

10.1. P2001/2002
Um vetor diretor da reta r é 7 = (2;3;0) e um vetor normal ao plano « é o = (2;0;3)

Ora,

7oA =2x243x0+0x3=4 = 0, logo a reta, nao é paralela ao plano nem esta contida

no plano

Existira k € R\ {0}, tal que 7 = kd ?

T =kd & (2:3;0) =k x (2,0;3) & (2;3;0) = (2k;0;3k) 2 =2k A3 =0k A0 =3k &
S k=1A3=0kAk=0

Este sistema é impossivel, logo os vetores d e 7 nao sao colineares, o que faz com que a
reta r nao seja perpendicular ao plano «

Portanto, a reta é obliqua ao plano
Resposta:(B)
10.2. PMC2015

1 1
f(=1) = arcsin ( 1-— > +2arccos(—1) = arcsin (—1 + 2> +27 = arcsin (—2> +27r =
117

= 4or=—""
=g
Resposta:(B)

11. Calculemos a fungao derivada de f

f’(x) _ [35 _5 (60.0393 + 670.0390)]/ — 0—-5x (eo.osx + 670.03:5)’ — _5x% (0'0360.031 _ 0‘03670.03;;:) _
= —5 x (0.03e"93* — 0.03¢~0-03)

Determinemos os zeros de f’

f'(z) =0& =5 x (0.03¢™03 — 0.03¢70037) = 0 < 0.03¢"03" — 0.03¢ 7003 = 0 &
< 0.03e9037 = .03 70037 o 0.032 — o=0.032 () 032 = —0.032 < 0.03z + 0.03z = 0 <
< 006x=0<2=0

Sinal de f’

f'(z) > 0& =5 x (0.03¢"037 — 0.03¢70037) > 0 < 0.03e"03" — 0.03¢7093% < 0 =
& 0.03e9037 < 0.03e70-037 o 0.032 ~ o=0.032 5 () 032 < —0.032 < 0.03z + 0.032 < 0 <
<0062 <0< 2<0

f'(x) <0& =5 x (0.03¢%9% — 0.03¢7003) < 0 < 0.03¢"0% — 0.03¢ 7093 > 0 &
< 0.03e0-037 > (),03¢70-037 o 0032 =003z o .03z > —0.03z < 0.03z + 0.03z > 0 <
< 006 >0<2>0
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12.

Quadro de sinal de f’ variacao de f

T 1 0 2
f@) NN+ [0 ] = [\
F@) PANN ] 7125 ) N [\

f0)=35—-5("+¢) =35-10=25

xr1€e Ty sao as abcissas dos pontos A e B, onde o arco da ponte toca no rio

A altura do arco é maxima quando x = 0

13. .

2 2
o ponto de coordenadas | e + 1; et pertence ao gréfico de g, se e s6 se, gle + 1) = et
e+1 e+1
gle+1) = e+2 o gln(e+l+a)—ln(et1) _ e+2 @eln(%) _ e+2 - etl+a e+2
1 e+1 e+1 e+ 1 e+1
Set+lta=e+2sa=1
Resposta:(A)
13.1. 0 € Dy, e é ponto aderente de Dy,
A fungao h é continua em z = 0, se existir lir% h(z), ou seja, se lim h(z) = h(0) e
T—
lim A(x) =h(0
i h(z) = h (0)
Ora,
e’ —1 .oef—1
o 1 . hmﬁ
lim h(zr) = lim ——- =(8) lim 5L = =20 g
z—0~ z—0- 1 — e z—=0— e —1 ) e* —
— 2 x lim
x 2e—0- 2T
B 1
Co2x1 2
r—1
Utilizou-se o limite notavel lim =1
z—0 X
. N A S () I-Vz+1)(1++Vx+1)
lim h(z) = lim ————— =0/ lim =
z—0F z—0F x z—0+ z(1++Vx+1)
i 1—(Vo+1)? i 1— |z +1] , 1—(x+1) i l—z—1
= lim = _ = lim —————— im
=0t z(1+ Ve +1) =0t z(l++Vax+1) z=otz(l+vVr+1) z=0tz(l+vVz+1)
- 1 1
=lim ——Fm=—lim —— = ——
a—0t (1 +x + 1) a—0t 1+ vz +1 2
1
h(0)=—=
0) =

Como, lim h(x) =h(0) e lim h(x) = h(0), entao, existe lim h(x)

z—0~ x—0t z—0

Logo, a funcao h é continua em x =0
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13.2. Calculemos lim h(z)

T—+00

I-Vva+1 (=) 1 . x+1 1 . z+1
lim h(x) = </ lim —— lim lim
T—400 x—>+oo r—+o0o r x—+o0 T —|—oo T—+400 2

[z 1 1 1
=0— lim lim 7+ lm —=—/—+—=—-v0+0=0
T——400 ;L‘2 T—400 I T—+oo 12 —+00 —+00

Logo, a reta de equacao y = 0 é assintota horizontal ao grafico de h, quando x — +o00

Portanto, b =0

2
f(a) = = >0, visto que a > 0
a

2\ 2Yxx—2x4a 2
f”(:U): <> — 5 - =

x x 2

2
f"(a) = —— <0, visto que a > 0

a
Por outro lado sabemos, por observacao do grafico da funcao g, que,
g(a) <0 g'(a) < 0e g"(a) > 0

Portanto

x ¢"(a) > 0, é proposicao verdadeira
x ¢'(a) < 0, é proposi¢ao verdadeira
)

f”( )+ 9(a
D) f"(a) — ¢"(a) > 0, é proposicao falsa

< 0, é proposicao verdadeira

Resposta:(D)

9 5 sin(2z)
. sin(2z) cos(2x) HORT sin(2z) ) 20
BT e T - e T I e <
x
sin(2x)
1
CT@ @) T
z—0 z—0 2
Utilizou-se o limite notavel lim sin(z) =1
z—0 T
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Outro processo

1
: — X 2sin(2z) cos(2x) : :

lim sin(2x) cos(2x) _(9) pin 2 _ lx lim sin(2 x 2x) _ lx lim sin(4z) _
z—0 f(l’) —2 z—0 f($) -2 2 20 f(a:) —2 2 20 f(:E) -2

X 4 sini;lx) X 41_)0 sin4(;lx) :
= - x lim "L — = - x4 x —% =2X ==4

2 >0 f(z) - f(0) 2 i £ @) = £(0) 1

T =0 x—0 2
sin(x)

Utilizou-se o limite notével lim =1

z—0 T

16. Como o ponto C' tem a mesma abcissa do ponto B e a mesma ordenada do ponto A, entdo o
triangulo [ABC] é retangulo em C

A drea do tridngulo [ABC] é dada por
AC x BC' [2a—a| x |f(2a) — f(a)] ax|In(2a) —In(a)] ax |[In(2) +In(a) — In(a)|

Ao =

2 2 2
_ax|In(2)]  aln(2)
B 2 2
Entao,
2., @In(2) 2, @ _ o 2
Aiape) = In(2)a @Tzln@)a 5 =a 20" —a=0<0a2a—-1)=0«

1
<:>a:O\/2a—1:0<:>a:0\/a:§

1
Como a > 0, vem, a = 3
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