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Exame Modelo IV
Proposta de Resolucao

12.2 Ano de Escolaridade | Turma G-K

CADERNO 1
1. .
1.1. P2001/2002
P(ANB)=0.1< P(AUB)=01&1-P(AUB)=0.1< P(AUB) =09
P(AUB)=09«< P(A)+ P(B)—P(ANB)=09< P(ANB)=06+05-09 <
< P(ANB)=0.2
——=. P(ANB 1
pAE) < LA0BE) 01,
PB) 0.5
P(A) x P(B)=0.6 x0.5=0.3
P(ANB) # P(A) x P(B)
Resposta:(A)
1.2. PMC2015
1
/ —
fw) = -
Se a reta t tangente ao grafico no ponto C' é paralela a reta AB, entao, deverd ter-se
f(2e) — f(e)
I —
Ora,
o) = f(2e) — f(e) o 1 In(2e) — In(e) o 1 In(2) + In(e) — In(e) - 1 In(2) o
. 2e —e c e c e c e
T )
Resposta:(B)
tpyr _ 3x 270D o o]
2. o, = 3xoin Toine 2 =271 = 5 (constante), Vn € N
. ~ L 1
Logo, (a,) é uma progressao geométrica de razao 3
Resposta:(A)
3. .

Por uma propriedade do triangulo de Pascal, sabemos que 2917 Csqo +2°17 Cs01 =218 Cs01

Logo, x +y =*"'® Cs01
Resposta:(B)
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16 -160 1\ 167 1 \?
e (7 @]

=3 [19C, x (~1)07 x (o717 x (273)"] =

I _p
= 160, x (=1)167F x g=16+P x g 2} =

- _1601) x (—1)16-P x x716+§}

Procuremos p de modo que —16 + & = —4
1648 =4 —32+p=-8cp=24

Entao, nao existe o termo, uma vez que p tinha de ser inferior ou igual a dezasseis e superior ou
igual a zero.

5. de €] =2,0[: f(z) = —x <= 3Fc€] —2,0[: f(x)+2=0
Seja g(x) = ke ™ -2+
A funcao g é continua no seu dominio, entao também é continua no intervalo [—2, 0] por se tratar
da soma de duas funcoes continuas
Para que o Teorema de Bolzano garanta a existéncia de, pelo menos, um zero da funcao g no
intervalo | — 2,0[, devera ter-se g(—2) x ¢g(0) <0
g(—2) =ke? =2 —2=ke* -4
g(0)=ke® —24+0=Fk—2
Assim, de g(—2) x g(0) < 0, resulta (k — 2)(ke? —4) <0

k —0 % 2 400
(&
k—2 — =17 = Jo] +
ke? — 4 - 10 + | +| +
(k —2)(ke? — 4) + [0 - 0| +

4
Assim, resulta (k — 2)(ke? — 4) < 0, ou seja, k € ] 3 2[
e

Resposta: (D)

6.1. Consideremos a seguinte legenda:
C': a carta é de copas
C': a carta nao é de copas

Entao, como a extracao é sucessiva e sem reposicao, tem-se os casos:
CCouCCouCC
13x39 39x13 39x38 16

Assi 1 S : _ 16
ssim, a probabilidade pedida é dada por 75 < Bl + 75 < Bl + Bl - 17

Outro Processo:

P( obter pelo menos um carta que nao é de copas )=1- P(obter duas cartas de copas)
13 x12 16

C52x 51 17
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6.2. O ntimero de casos possiveis é igual a 52C}3, dado que cada jogador recebe treze cartas

7.1.

7.2.

Quanto ao numero de casos favoraveis:
pretende-se que nas treze cartas que se recebe haja exatamente seis cartas de ouros, entao
o ntimero de maneiras de tal ocorrer é dado por 3Cg x3° C+

_ . . . B0 x3 Cy
Entao, a probabilidade pedida é igual a P = BT 4.2%
13
2,042 4 9. _ 2 242
lim —x):limx6 e € _ 1111”7j 4+2— lim — =
2
= 1 T+2 — 76 et 1 — _y+2 — = — 1 ﬂ et
xgrfloo (ze™?) +2 o ygffoo [(—y)e |+2-0 ygl}rloo o +2
e? e?
=——5+2=—"+2=0+2=2
. € +00
lim —
Yy—+oo Yy
Logo m =2
Fez-se a mudanca de variavel
y=-—-r&xr=—y
Se x — —oo, entao, y — +oo
el’
Utilizou-se o limite notdvel lim — = 400, (p € R)

r—+oo P

lim (f(xz)—2x)= lim ($2€x+2 + 2z —e—2z) = lim ($2€x+2 —e€) =

T—r—00 T—r—00 T—r—00

2,2 2 2

e e e

= lim [(—y)Qe*y”]—e: lim = —e=——5-—e=——-e=0-e=—¢
y—+00 y—+oo €Y . € +00
lim —
Y—r—+00 y
Logo b= —
Fez-se a mudanca de variavel
y=—-cr&r=-y
Se x — —o0, entao, y — +00
eI

Utilizou-se o limite notdvel lim — = 400, (p € R)

z—+oo P

Portanto, a equacao reduzida da retar é y =2x — e
Sabe-se que a funcio primeira derivada de f, é definida em R por f/(z) = (2? +2x)e*+? 4+ 2
Determinemos a funcao segunda derivada de f

f(z) = (2% + 2z)e™ 2 + 2]/ = (22 + 27)" x "2 + (22 + 27) x (ez+2)/ +0=
(2 +2) x 2 4 (22 + 22) x 2 = (22 4 4z + 2)e* 2, com z € R

Calculemos os zeros de f”

") =0 (2 +4z+2)e" 2 =02’ +42+2=0Ve? =0
4442 —4x1x2 . , —4++8 —4+22
S = V equagao impossivel & 1 = —— s r=—"— &
2x1 2 2
Sr=-24++2

Sinal de f”

Professor Francisco Cabral 3/8 junho de 2018 | Exame Modelo IV - Proposta de resolugao



"2 >0,V € R
P2Hdr+2<0e -2—V2<x<-242
PH4r+2>002<-2—V2Ve>-24+2

Quadro de sinal de f” e do sentido das concavidades do grafico de f

x —00 —2—-4/2 —242 +00

et T2 + + + + +

2 +4r+2 | + 0 — 0 +
f" + 0 - + +

f — [ f(2=V2) | ~ | f(=2+V2) | —

F(=2=v2) = (—2—V2)2x e 2 V221 9(—2—\/2) —e = (442V2+42)e V2 —4—-2\2—¢ =
=(6+2v2)e V2 -2y2-4—¢

F(24V2) = (=24 V22 x e V22 1224 V2) —e = (4—2v2+2)eV2 —44+2V2 e =
= (6—2v2)eV?+2v2 -4 —¢

O gréfico da funcdo f tem a concavidade voltada para cima em | — oo; —2 — v/2[ e em

]—24+/2; +00[, e tem a concavidade voltada para baixo em |—2—+/2; —2++/2[. Os pontos de
inflexdo do seu grafico tém coordenadas (—2 — V2 f(—2— \/5)) e (—2 +V2; f(—2 + ﬂ))

8. Seja z=x+yi,z,y € R

. T
A semirreta OA tem equagao y = tan (g) x, com z > 0, ou seja, y = v/3z, com z > 0

. 27
A semirreta OB tem equacao y = tan <3> z, com x < 0, ou seja, y = —v/3z, com z < 0

A condicio In(2 —3) < Re(vV3 —2i) & In(x+yi—3) <V3& In(z—3+yi) <V3ey<V3
Assim, vem que,

y:\/gsc/\y:\/§<:>y:ﬁxAﬁxzﬁ@yzﬁx/\le@yzﬁ/\le
Portanto, A(1;v/3)

A condicio I;y(2 —3) < Re(V3 —2i) & In(x +yi —3) <V3& In(z—3+yi) <V3ey<+V3
Assim, vem que,

y:—\/gzz‘/\y:ﬁ(:)y:—\/gx/\—\/ga::\/§<:>y:—\/§:17/\x:—1<:>y:\/§/\x:—l
Portanto, B(—1;+/3)

Portanto, a area do triangulo ¢ igual a

AB x |ordenada de Al |1 —(=1)| x [v/3] 2V3

Resposta: (C)

3 u.a.
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CADERNO 2

9.1. P2001/2002

Os valores que a variavel aleatoria pode tomar sao: 2;4;6

Se o menor dos niimeros é 4 entao podem ocorrer os seguintes casos:

sair uma a bola com o nimero 4, e duas com o nimero 6. O ntimero de maneiras de tal
ocorrer ¢ igual a 2Cy x3 Cy = 6

sairem duas bolas com o numero 4, e uma com o nuimero 6. O nimero de maneiras de tal
ocorrer ¢ igual a 2Cy x3 Cy =3

B 201 ><302 —1—2 Cy x3 1 9
B 6Cy 20

Entio, P(X = 4)
Resposta:(D)

9.2. PMC2015

Sendo, a a medida do semieixo maior, b a medida do semieixo menor, e ¢ a medida da
semidistancia focal,

Tem-se que,

a’> =100 < a = £10, com a > 0, logo, a = 10

b? =64 < b= +£8, com b > 0, logo, b =8

Assim, de a? = b? + ¢2, resulta,

100 =64+ c? = > =100 — 64 < ¢ = 36 & ¢ = +6, com ¢ > 0, logo, ¢ = 6

Portanto, os focos da elipse sao: F1(6;0) e F»(—6;0)
Resposta:(B)

10% 2
10. f(z) =log (15;:6) = log (10” x 2?) —log(10*) = log (10*) + log (2?) — 3 = = + log (2*) — 3

11. .

11.1. Se a reta r é perpendicular ao plano «, entdo, um seu vetor diretor podera ser um vetor
normal ao plano
Ora, um vetor normal ao plano a é @ = (2;—-1;0)
Assim, um vetor diretor da reta r é 7 = (2;—1;0)

Determinemos as coordenadas do ponto médio do segmento de reta [CF]

Ora, sabemos que o volume do cubo [ABCDEFGH] é igual a 64, assim, a medida da sua
aresta é v/64 = 4

Entao, C(—2;2;—4) e F(2;2;0)
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242 24+2 —440
L M . .
Og07 < 2 ) 2 ) 2
Uma equagao vetorial da reta r é (x;y;2) = (0;2; —2) + k(2; —1;0),k € R

11.2. Ora, B(2;2;—4) e H(—2;—2;0)

, ou seja, M(0;2;—2)

Determinemos o vetor B?ﬁ

BH=H - B=(-2-20)— (22-4) = (—2— 2, -2 — 2,0 + 4) = (—4; —4;4)
este vetor é normal ao plano pretendido

A equacao do plano é da forma —4xz — 4y +42+d=0,d e R

Como o plano contém o ponto B, vem
—4x2-4x24+4x(-4)+d=0<d=32

Logo, a equacao do plano tangente & superficie esférica de diametro [BH], no ponto B é
—4xr —4y+42+32=0,ouseja, —x —y+2+8=0

Outro Processo:
Seja P(x;y; z) um ponto do plano tangente pretendido

Entao,

BH = (—4;—4;4)

ﬁ’:P—B:(x;y;z)—(2;2;—4):(a;—2;y—2;z+4)
Assim, vem,

BH BB =0 (—4—4;4)- (x— 2y —2%2+4) =0
& —A(x—2) -4y — )+4(z+4)—0<:> —dr+8—-4y+8+42+16=0<
S -—r—-—y+z2+8=0

12. 4sin(z) cos(z) — 8sin3(z) cos(x) = 4sm() x) cos(x) — 8sin(x) cos(x )sm (x) =

= 2sin(22)—4sin(2z) sin?(z) = 2sin(22)(1-2sin?(x)) = 2sin(2z)(sin?(x)+cos?(x) —2sin?(z)) =
= 2sin(2x)(cos?(z) — sin?(z)) = 2sin(2z) cos(2z) = sin(2 x 2x) = sin(4x)

Resposta: (C)

13. .
13.1. wo :2<cos (g) + ¢sin (g)) =2x(0+41)=2i
Wy + T x (1=3i) xwy T4+ x (1-30) x 20 1—i+ix(1—3i)x2i
242 B 2 —2i N 2—2i N
L 1—i+22x(1-3i) 1-i—-2x(1-3) 1—i—2+6i —1+5
N 2 — 2 N 2 — 2 o 2-2% 2-2
C(—145i)(2+2)  —2—-2i+10i+102 -2+8 —10 —12+8 3
T 2-20)(2-2) 22 1 22 - 8 =Ty Tt
13.2. Passemos w; = 1 44 a forma trigonométrica
VT2 = 2
Seja a = Arg(wy)
Entao,

1
tan(a) = 7o coma € 1°Q
cotan(a) =1, com « € 1° Q
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13.3.

Logo, a = %
Portanto, wy = \@e’%

Assim, dwy = 2 x \/2e't = V2eili+3) = 2l F
Seja z = |z]e?, com § € R

|2] x 2* —iwy = 0 & |2 x 2* = dwy & |2] x (|z|e' )4 \[6'% & |z| x |Z’46i(49) = ﬂei% =
& |2[5eil0) = \fe4<:>\z|5 \f/\49_z+2k7rk:€Z<:)
km

k:
&z = VV2 A9_7+ k€L |2 = 1\f/\0_1—6+2 kelZ

Atribuindo valores a k, vem7

k=02 = V21

k=1—2z = 1{)@ei(Tg+£) 1\f6111”

k=2— 2= 1{’/58(%'*‘7”) ve L _ 1\0/§€i<_%)
k=325 = W2(T+T) = 1\[62277r — 26(-%)
k=4— 2= 1\()/§€i(?776r+47w) = 1\[@ (16+27r) — %ei% = 20

A partir de k = 4, as solugOes comecam a repetir as solucoes zg, 21, 22 € 23

O conjunto solucao da equacgao é,

C.S.:{lfe 315 W/2¢! 11ﬂ; 1\0/§ei( Tﬁ) 1\fe( Tg)}

- s
Sabemos que w; = v/2¢'T e wy = 22

() - <ﬂ> . (ﬂei(ZZ))n _ <ﬂei<:>>" _ <ﬁ>  7F)
wy)  \ 2ei% S\ 2 S\ 2 S\ 2

w1 . . < 4. . < 4. . .
Para que <> seja um imagindrio puro com parte imaginaria negativa, deverd ter-se,
w2

nm ™
——— =——+2km, ke’
1 5 + 28T,k €

nwro
— == =2kmkeZ
" 5 T, K €

n=2-8k,keZ
Atribuindo valores a k, vem,

k=0—-n=2€N
k=1—-n=-6¢N
k=-1—-n=10€N
k=-2—->n=18¢€¢N

wi\" o
Logo, O menor valor de n € N, para o qual | — ¢ um imaginario puro com parte
w2

imaginaria negativa, é 2
Resposta: (A)
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14.

15.

De

lim
T—r—+00

(g(x) - gx + e) = 0, resulta,

lim
T—r—+00

[g(x) - (

)

=0

- e . . ‘
Portanto, a reta de equacao y = §:B — e ¢ assintota ao grafico de g, quando z — 400

. glz) e
Logo, wgrfoo r 2
Assim,
z) In(z . . In(x) e
g(z) — In(z) #) B ) IEI—POO x _xgr-ir-loo T 2 —0
lim = lim % L = = =
rx—+oo g —e % z—+o00 x e ¥ . 1
- 1— lim — 1——
x T x—+oo re’ +00
e
__2 _¢
S 1-0 2
m € Dy, e é ponto aderente de Dy,
A fungdo h é continua em x = m, se existir lim h(x), ou seja, se lim h(x) = h(m) e
r—T T—T
lim h(xz) = h(m)
z—mt
Ora,
1 T 1 1 S | 1 1 1
lim h(zx) = lim 4 C = lim =+ =+ _-x lim ¢ =
T z—=pi— \ € 2x — 2w z—pi~ \ € 2(.’E - 7'(') e z—m—0 r—T
1 1X1_1+1_2+e
B 27 e 2 2
- . , .oet—1
Utilizou-se o limite notdvel lim =1
z—0 x
— 1 1 — 1
lim h(z) = lim T ) =X lim T =
z—mt a—rt | esin(z—m) 2 e aortsin(zx—m) 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2+e
e ) sinfz—7) 2 e 1 2 e 2 2e
lim ——=
r—m—0t T — T
Utilizou-se o limite notavel lim sin(z) =1
z—0 T
1,1 1 1 24+e
h(r) =1 (10#*) =S 4=
(m) 8 ’ e + 2 2e

Como, lim h(x) =h(m)e lim h(x)= h(m), entdo, existe lim h(z)

T Tt

Logo, a funcao h é continua em x = 7

T—T
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