! ! OMEGAMAT Resolucao do Exame Modelo XIII de Matematica A

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia

12.2 Ano de Escolaridade

20200500 _|_202O 0501 +2021 0502 2021 0501 +2021 0502 2022 0502

Resposta: (D)

1° Processo

16!
3! x 3! x 2! x 2! x 2!

Numero de casos possiveis:
Quanto ao niimero de casos favoraveis
Fazendo um esquema

- - - - - - - - - - - - -

13!

Numero de casos favoraveis: ————
3l x 2! x 21 x 2!

Logo, a probabilidade pedida é igual a

13!
po_3x2x2lx2 1
- 16! "~ 560

3! x 3! x 2! x 2! x 2!

2° Processo

Nimero de casos possiveis: 6C5 x3 C5 x19 Cy x8 Cy x5 Cy
Quanto ao nimero de casos favoraveis

Fazendo um esquema
N 00
Nimero de casos favoraveis: 3Cy x10 Cy x8 Cy x6 Cy

Logo, a probabilidade pedida é igual a

1303 Xlo C2 XSCQ ><6C2 7i
1603 x 13 Cg x 10 02 x8 02 x 6 CQ B 560

P=
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1° Processo

Seja A, o acontecimento

A : 70Os dois surfistas entendem-se numa conversa”
Entao,

A : 70s dois surfistas néo se entendem numa conversa”
Determinemos a probabilidade deste tltimo acontecimento
Nimero de casos possiveis: *°Cy

Legenda:

50(C4 — escolher dois surfistas de entre os 50

Nimero de casos favoraveis: 1°C; x5 Cy

Legenda:

100, x25 C} + escolher um surfista que s6 fala francés e um surfista que s6 fala inglés

1001 X25 Cl

Logo, P (Z) = 500,

Assim,

_ 1001 ><25 Cl 39

P(A):1*P<Z):1 500, T 49

2° Processo

7 ’ . =4
Ntumero de casos possiveis: 500y
Legenda:

50C4 — escolher dois surfistas de entre os 50

Nimero de casos favoraveis: 10Cs +2° Cy +15 Cy, +10Cy x5 C, +2° C; x5 ¢

Legenda:

100, ++ escolher dois surfistas que s6 falam francés

250y + escolher dois surfistas que s6 falam inglés

15Cy ++ escolher dois surfistas que falam as duas linguas

100, x15 C} + escolher um surfista que s6 fala francés e um surfista que fala as duas linguas

250, x15 Cy + escolher um surfista que sé fala inglés e um surfista que fala as duas linguas

L p_ 1002 +25 02 +15 02 +1O Cl ><15 Cl +25 Cl X15 Cl _ 39
080, £ = 50, T
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4.1. Determinemos as coordenadas dos pontos A e B
Ponto A(x;0;0)
Como A pertence ao plano ABG, resulta,
T+0+V2x0-2/2=002-2/2=02=2V2

Assim, A(2v/2;0;0) e B(0;2v/2;0)

AB = \/(2V2 - 02 + (0~ 2v2)* + (0~ 0)> = VB F 8 1 0= VI6 = 4
Seja J, o centro do cubo, entao, J(0;0;2)

Determinemos o raio da superficie esférica

r=AJ] = \/(2\/5—0)2+(0—0)2+(0—2)2 =V8+0+4=V12=2V3
A equacao cartesiana reduzida da superficie esférica que contém os vértices do cubo é
(x—0)2+ (y—0)2+ (2 — 2)% = (2/3)?, ou seja, 22 + y% + (2 — 2)? = 12
4.2. Sabemos que, 1(0;0;4)
Assim,
H
TA=A—1=(2v2;0;0) — (0;0;4) = (2v/2;0; —4)
IB =B —1=(0:2V20) - (0;0;4) = (0;2v/2; —4)

TA-TB = (2120, —4) - (0;2v/2; —4) = 22 x 0+ 0 x 22 — 4 x (—4) = 0+ 0+ 16 = 16

1Tl = /(2v2)? + 02 4+ (~4)> = VBH O+ 16 = V24

ITB|| = /02 + (2v2)? + (~4)2 = VO T8+ 16 = V24

Seja a a amplitude do angulo AIB

TA-1B)
OS(O{) = ﬁ
[[LA[| = ||1B]|
*.cos(a) = 7“6‘
o V24 x /24
16
cocos(a) = 21
2
cos(a) = 3

16
sa=cosT! () ~48.19°
« COS (24)

Resposta: (A)
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4.3. Seja I’, a projecao ortogonal do ponto I sobre o plano ABG
Determinemos uma equacao vetorial da reta II’
Um vetor diretor desta reta poderd ser o vetor normal ao plano ABG
Assim vem,
(z5y;2) = (0;0;4) + k(1;1;/2),k € R
Um ponto genérico desta reta é (k; k;4 + v/2k), k € R
Ora,
E4+k+vV2(4+V2k) —2v2=02k+4V2+2k-2V2=0%

2
®4k+2ﬂ=0@2k:—\/§@k:_§

2 2 2 2 2

Portanto, a distancia entre o ponto I e esse ponto I’ do plano ABG, é

5.2€Df

A funcio f é continua em z = 2, se existir lim f(z), ou seja,
r—2

se lim f(z)= lim f(x)= f(2)

T2~ r—21

sin(2z — 4) (%) im sin(2(z — 2)) lim sin(2y)

e lim f(z)= lim = =

T2~ z—2- T —2 T2~ r—2 y—0- Y
in(2
— gim Yo ko—s
2y—0- 2y

Fez-se a mudanca de varidvel
y=z—-2&c=y+2

Se x — 27, entao, y — 0~

Aplicou-se o limite notavel: lim sin(z) =1

z—0 xT

22 -2 -2
e lim f(z)= lim B ) B T 2w=2) — lim — % x lim (x)
T2+ a2t In(x — 1) z—2t In(x — 1)  ao2t In(z—1)  z—2+
vil-2 v_1
—2x lim S "2~ 9% lim ©
y—0+ Yy y—0+ Yy

=2x1=2

Fez-se a mudanca de variavel
y=lnz-1)er-1=eVcr=e+1

Se x — 2T, entdo, y — 0t
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e’ —1
Aplicou-se o limite notdvel: lim =1

x—0 x

° f(2):k2+ln(ek)=k2+k

Assim, deverd ter-se, lin2q f(z) = lim f(x)=f(2)
x—2—

r—2%1

Ou seja,

14+ /12 -4 x1x(-2)
2x1
Portanto, existem dois valores para k, para os quais a fungao f é continua em x = 2

B4+k=2ek+k-2=0sk= sk=-2Vk=1

1
Inserir a fungéo y; = x — 3 sin(2x)
Inserir a fungao yo = 1
Ajustar a janela de visualizagao

o e e T T Y1
N /|
1 Y2

Desenhar géfico

Procurar a abcissa do ponto de interse¢ao dos dois
graficos

|

|

|

|

|

[ |

| |

| |

| |

| |

| |

l l

| |
[0 ~ 1.28 % X
z1 ~ 1.28 rad

Resposta: (B) Figura 1

7.1. O dominio da funcao é R

Calculemos lim f(z)
z—0+t

In(x In(x —00
lim f(z)= lim (14 (z) =1+ lim (>:1+—:—oo
z—0t z—0t x z—0t T 0+

Logo a reta de equacao x = 0 ¢é assintota vertical ao grafico da funcao f
Nota: Nao existem mais assintotas verticais ao grafico da funcao f

7.2.

Calculemos zglfoo f(z)

lim f(z)= lim <1+ln(x)>1+ lim —14+0=1
X

Tr—r+00 T—r+00

In(x)

Aplicou-se o limite notdvel lim
T—r+00 X

Logo, a reta de equagao y = 1 é assintota horizontal ao grafico da funcao f, quando x — 400
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Calculemos lim f(z)
r—r—00

: — : z+1 :(Oxoo) : —y+1l/_ _ : —y(_ —
Iglzloof(x) xgr_noo ("t (2z +1)) UEI_POO (e (—2y +1)) UEIJPOO (ex e ¥(—2y+1))
I —2y+1
im ———
-2 1 —2 1 oo
~ lim (e><(y+>) “ex lim <y+> Cex Uty
Yy—r—+oo ey y——+o0 ey . e
lim —
y—+oo Y
1
li 24—
yrtoo ( " y) —2+0
=e X 7 =e X =0
. € 400
lim —
y—+oo Y
Fez-se a mudanca de variavel
y=-—crxSr=—y
Se r — —o0, entao, y — 400
x
Aplicou-se o limite notavel lim — = +o0
r——+o0o I

Logo, a reta de equagao y = 0 é assintota horizontal ao grafico da funcao f, quando x — —oo
7.3. g(x) = e*t1(2z + 1), com z € |—00; 0]

Calculemos a funcao primeira derivada de g

g(2) = (e (22 + 1)) = (") x 2z +1) + "t x (2 +1) =

=(z4+1) x et x (20 +1) + ™t x 2 ="t (22 + 1) + 2e*H! =

= e (22 + 1+ 2) = " (22 + 3)

Determinemos os zeros de ¢’ (x)

Jd(@)=0et2r+3) =0 =0V2r+3=0%

< Equagao impossivel V2x = -3 < ¢ = —g

Quadro de sinal de ¢'(x)

3
- - 0
x 00 5
e+ + |+ +
2r+3 | — 0 + +
g (x) - 0 + | nd.
2
9(@) | VG | nd.

g (—3) — e 3+l (2 X (—2) + 1) e~ X (—2) = 2

)

3 3
A fungao g é decrescente em } —00; —3 [ e é crescente em } —5 O[
- . .. 2 3
A funcdo g atinge um minimo absoluto ———, para © = — =
Ve 2
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8.1. Ora,
164 =41 x4
Entao,

2= —1 48010 = —1 48+ = —1 4 4i+ (i) = —14+8i+1=8i =8'3

[ T+kor
__ i ZHker
Boy=0B=5n 2=y z= V87 ©z={7§e<

’ >,k6 {0;1;2} &
Sz = 26i(%+’€27ﬂ), k € {0;1;2}
Atribuindo valores a k, vem,
i( 1
k=0 wy = 2¢(8) = 2 [cos (T) +isin (%)] =2 (‘f + 2i> =
=3+

k=1—w; = Zei(%Jrsz) = Zei(r

of
S~—
Il
[\
—
o
]
)]
—
(23
ol§
SN—
+
=~
)
&,
B
—
ot
ol§
SN—
—
Il
[\
N
\
[N}
S
+
|
-
v
Il

=—V3+i

k=2 s wy = 26 (FTF) = 201(%F) = 201(F) = _9;
Im(z)

Sejam, A (\/3, 1), B (_\/§; 1) e C (0;—2), os afixos de wyp, w; e SRS RN
de ws, respetivamente Rt AN

Bp--==------ A
AB . : . ) | \‘\ © ," ; Re(z)
AB:|w0—w1|:‘\/§+z—(—\/§+z)’:|\/§+z+\/§—z‘: ' | K /)
2V3] = 23 AN A

ST e

Portanto, o perfmetro do tridangulo [ABC] é igual a 6v/3 u.c.

Figura 2

8.2. .

Calculemos |2o|?

94+2 14+i (14i)x(=i) —i—d 1—i
Z2 = — = = - - = - = =1-—1
2i i i X (—1) —2 1
ol = /T (1 = V2
Logo, |22]? =2

A condicdo |z| < |22|? & |2] < 2, representa, no plano complexo, o circulo centrado na origem e de
raio 2
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Representemos o conjunto A

dh
\ Re(2)

Im(z)

O comprimento da linha é 2

Resposta: (A)

1
9.1. Ora, g(z) = sin(2z) cos(2z) = B sin(4x), se <0
Assim,
) 1. ! , 1
g'(z) = 3 sin(4dz) | = 3 X (4z) cos(dx) = 3 X 4 cos(4x) = 2 cos(4x)

O declive da reta tangente t é

Logo, t:y=+2x+bbeR

Quanto ao ponto de tangéncia T' (_116; g ( " ))

16
(_1)_lsm dm __lsin(ﬁ)__lxﬁ__@
I\"16) " 2 16)" 2°M\1) " 2%y T Ty
2
Assim, T (—17;; —[)

Substituindo estas coordenadas na equagao da reta, vem,

2 T V2 Vor —4/2 +/2r (m— 4)\/§
e G ) R R e R i T
Resumindo, a equacdo reduzida da reta tangente ao grafico de g, no ponto de abcissa —%, é
—4)v2
y =2+ (= 4v2
16
. sin(4x
9.2. 1i (@) = 1i sin(4x)_(%) 4;,612% 4(x)><4_ 1x4
S I T A T —e T 1 Ix2
lim X 2

20+ 2%
Aplicaram-se os limites notdveis
sin(x) e’ —1

lim =1e lim
z—0 x x—0 X

=1
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10. .

10.1. Como a circunferéncia tem raio 1, entao
A(cos(z);sin(z)), com cos(z) < 0 e sin(z) >0
Seja G, a projegao ortogonal do ponto A sobre o eixo Oz, logo, G(cos(z);0)
Logo,
OG = | cos(x)| = — cos(x)
AD = 2|sin(x)| = 2sin(z)

Assim,

AD x OG _ 2sin(z) x (= cos(z))

1
5 5 =-3 sin(2x)

Alapo) =
Portanto, a drea da regiao colorida é dada, em fungao de x, por,
A(xz) =2 x Ajapo) = 2 % <; sin(?m)) = —sin(2z), com z € } g;w[
Resposta: (C)

10.2. Teremos de resolver a equagdo A(z) =1, com x € ] g;w[

Assim,
. . . . (37 3T
A(z) =1« —sin(2z) =1 < sin(2z) = —1 < sin(2z) = sin 5 ) © 2z = - +R2m kel &
3
Sr= Zﬂ +km,k€Z

Atribuindo valores a k, vem,

4 1y
3 Vs
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11. .

Ora, A(In(2);e) B (In(6);¢e) e C(x; f(x))

y1 = sin(—2z) + g

Y2 =¢€

AB = |In(6) — In(2)| = |In(3)| = In(3)

AC = \/(a: —In(2))* + (sin(—Qx) + g - 6)2

_ \/(:c ~n(2)? + <Sin(—2x) - g)z

BC = \/(x —In(6)) + (sin(—Zx) + g - e>2

= \/(x —1In(6))* + (Sin(fo) - 2)2

Figura 3

Pretende-se descobrir z, tal que
Papce) = AB + AC + BC é minimo

Ou seja, que

Piapc) =In(3) + \/(:c —In(2))* + (Sin(—2x) - 5)2 + \/(x —1In(6))* + (sin(—QJ:) - 5)2 seja minimo

Inserir a funcéo

y1 = In(3) + \/(a: ~In(2))* + (sin(~22) - 5)2 + \/(x ~1n(6))” + (sin(~22) - 5)2

Ajustar a janela de visualizagao
[05 7] % [0;4]

Desenhar géfico
~ 3.64

Procurar a abcissa do ponto onde a fungao atinge o
minimo

Resposta: x;1 =~ 2.06 rad

Figura 4
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