EscoLa
! ! SECUNDARIA DE Resolugao do Exame Modelo X de Matematica A

PAREDES

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia | junho de 2020

12.2 Ano de Escolaridade

1.1.

1.2,

Passemos z para a forma trigonométrica

2l =/ (V22 + (—v2)2 = Vi =2

Seja 6 o argumento de z

Entao,
-2
tan(f) = — = —1, e 0 pertence ao quarto quadrante
V2
s
L 0=——
080, 1

Assim,z = 2¢i(=%)
Ora,
it = (20(=1)) " 2 g i (-5 _ gt gi(—52nm)

8n+1

Verificamos que o argumento de z ¢ —7 —2nm,comn €N

Logo, o afixo do nimero complexo 28711

. 0 . . s
de amplitude 1 com o semieixo positivo real

Sejaw =z +yi, x,y € R

pertence a semirreta com origem em O,

e que faz um angulo

O conjunto A = {w € C: Re(w) =Im(w)} = {weC:2=—-y} = {we C:y=—zx}, representa a

bissetriz dos quadrantes pares

Logo, o afixo do niimero complexo z37+1
todo o numero natural n

z é solucao da equacdo w? + aw + v2b = 0, se e s6 se, 22 + az + /2b =0

Ou seja,

pertence ao conjunto A = {w € C: R.(w) = Im(w)}, para

(V2= v20)? +a(v2 - V2i) + V2b =0 2 — 4i +2i® + v2a — 2ai + V20 =0 &

& 2—4i—24+vV2a —V2ai + V2 =0 —4i +vV2a — V2ai +V/20=0 <
S V2a+V20+ (—v2a—4)i=05 vV2a+vV20=0AN—2a—-4=0&
Sb=—aha=-2/2&

Sb=2V2Na=-2V2
Resposta:(A)
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2.1. O nimero de maneiras distintas de colocar no tabuleiro os quatro cartdes vermelhos é dado por 64,
Colocados os cartoes vermelhos, sobram doze casas para colocar, de forma ordenada, os cinco cartoes
azuis. O nimero de maneiras distintas de colocar no tabuleiro os cinco cartoes azuis é dado por 2 A5

Entdo, os nove cartdes podem ser colocados no tabuleiro de 64, x'2 A5 = 4151347200 maneiras
distintas

Segundo processo

O ntimero de maneiras distintas de colocar no tabuleiro os cinco cartes azuis é dado por 645
Colocados os cartoes azuis, sobram onze casas para colocar, de forma ordenada, os quatro cartoes
vermelhos. O ntmero de maneiras distintas de colocar no tabuleiro os quatro cartoes vermelhos é
dado por 1A,

Entdo, os nove cartdes podem ser colocados no tabuleiro de 645 x A, = 4151347200 maneiras
distintas

Terceiro processo

Olhando para a constituicdo dos nove cartoes, verificamos que sdo todos distintos (pois, apesar de
haver cartoes de duas cores, eles estdo numerados). Entdo s6 temos de colocar os nove cartoes em
nove das dezasseis casas do tabuleiro. Assim, o nimero de maneiras distintas de colocar no tabuleiro
os nove cartoes é dado por Ay = 4151347200

Resposta: (A)

2.2. O nimero de casos possiveis é 164, x12 A

Quanto ao numero de casos favoraveis

Em primeiro lugar é necessario colocar, de forma ordenada, os quatro cartoes vermelhos nos quatro
cantos do tabuleiro. Essa colocacao pode ser feita de 4! maneiras distintas

colocados os cartdes vermelhos nos quatro cantos do tabuleiro, existem '?As maneiras distintas de
colocar os cinco cartoes azuis nas restantes doze casas do tabuleiro

Assim, h4 4! x2 A5 maneiras distintas de colocar os cartdes no tabuleiro, de modo que os quatro
cantos sejam preenchidos com cartoes vermelhos

4! X12 A5 . 1
164, x12 45 1820

Portanto, a probabilidade pedida é P =

3.1. A funcao f, tem dominio }—g; g[

Calculemos, 1im+f(m) e lim f(x)
T>—7 z-

T—r 2
Ora,
4 — 2si

lim f(z)= lim ( z cos(z) Sm(m)) = lim (4z — 2tan(z)) = —27 — (—o0) = 400
g+ z—— I+ cos(z) PRGN S
Logo, a reta de equacao x = —g, é assintota vertical ao grafico de f

4 — 25si

lim f(z)= lim < z cos(x) Sm(x)) = lim (4z —2tan(z)) = 27 — (+00) = —c0

. P cos(x) P

™
Logo, a reta de equagao x = 57 é assintota vertical ao grafico de f

Como a funcao f é continua em todo o seu dominio, entdao nao existem mais assintotas verticais ao
grafico da funcao f
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3.2. Determinemos a funcao derivada de f

;oo 4z cos(x) — 2sin(x) ! B .2
f(x) = < cos(@) > = (4x — 2tan(x)) =4 cos(z)
Procuremos os zeros de f'(z)
() =0@4—ﬁ :0@% — 0 4cos?(z) — 2= 0 A cos?(z) £ 0 <

1 1
@cos2(x)2/\cos(z)7é0¢>cos(x):I:\/g/\:r#ngkw,kGZ@

V2

2

= <cos(x) = Cos (%) V cos(z) = cos (T)) Nz # g +km kel <

< cos(z) =+ /\x#g+k7r,k€Z<i>

N <x—iz+k27r\/x—j:32+k27r>/\m7é72r+k7r,k€Z<:>

Como 0 € |- T; 7 [ resulta que, 2 = - v = T
omo x 575 | resulta que, = —2 Vo =
Quadro de sinal de f'(x)
s s s
T _z _z Z Z
. 2 4 4 2
S@) NN\ | = 0 1 0 | =]\
f@) TNV INf=m+2 ] 2 =2 N [\
f (_%) — 4 x (—g) ~ 2tan (—f) — 1+ 2
F(3) =ax(3) -2t (3) =72
- . . ™o T ., .
A funcao f é estritamente decrescente em }75; 71} e em [Z’ 5 [, e é estritamente crescente em
{ . I}
4’ 4
A fungao atinge o valor minimo relativo —m + 2, para = = —%, e atinge o valor méximo relativo
T
_9 -
T2 parar = o
4. .
— In(— 1 - — In(— 1
4.1. lim g¢g(z) = lim z+in(ze+1) =(2) lim —Z 4 lim n(zz+1) =
T——00 r——00 x r——00 I T——00 x
1 1
= lim (-1)+ lim &:—14— lim Mx lim —%— =-1+0x lim — 2 — =
T——00 y—+oco 1 — Yy Yy——+oo Yy y—+oo 1 — Yy y—+o00 y <]_ _ 1)
Y
1
=—-140x lim ——=1-0x(-1)=-1
y—+o00 1 _1
Y
Nota: fez-se uma mudanca de varidvel:
y=—z+lesrx=1-y
se r — —o0, entao, y — 400
Logo, a reta de equacao y = —1, é assintota horizontal ao grafico da fungao g, quando z — —oo
1
Nota: Utilizou-se o limite notavel lim n(@) =0

Tr——400 x
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4.2.

— In(— 1 — In(— 1
lim g(z) = lim z+in(e+1) =) lim =L+ lim In(ze+1) = lim (-1)+ lim vy _ -
z—0~ z—0~ x z—0- T z—0~ T z—0~ y—0t+t 1 —e¥
1 1
:_l_ﬁ:_l_I:_z
lim
y—0t Y
Nota: fez-se uma mudanga de varidvel:
y=In(-z+1)ecr=1-—¢v
se x — 07, entdo, y — 0T
Logo, b= -2
T _ 2 T _ 1 2 r _ 1
lim g(z) = Tim 25 "EFT (8) g T D T C o i () 21412
z—0t z—0t 72 z—0t 2 z—0+ T2 z—0t x z—0t
Logo, a = 2
Ou seja, b= —a
- - , .ooet—1
Nota: Utilizou-se o limite notavel lim =1
z—0t T
5. .
Determinemos TV
No triangulo retangulo VTU, tem-se,
L l
TU 9 l J— l — l
cos(x)::@cos(x)zé@cos(m):j@2TV: STV =
TV 1% 2TV cos(x) 2 cos(x)
Assim,
l
BC xTV I 2 cos(z) 12
—=2
Asuperf’icie da  piramide — A[ABCD]+4XA[BCV] = BC +# =1P+4x 2 =17 COS(LL‘)
Resposta:(C)

6. Consideremos os acontecimentos
A : O aluno é rapaz
B : O aluno esté inscrito no clube de leitura da Biblioteca
Pretende-se determinar P(A|B)

Dos dados,

dos alunos sao raparigas
dos alunos estao inscritos no clube de leitura da Biblioteca

das raparigas nao estao inscritos no clube de leitura da Biblioteca

U = O > O N
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3
P(A) = -
(A) ;
PA) ==
()=
4
P(B)= -
P(B) =~
(B)=:
P(BIA) = -
5
Ora,
S P(BnNA) P(BNA) — 1 2 - - 2
P(BJ|A) = = — = - =-PBNA)=-x-<PBNA) =—
5
Elaborando uma tabela
Al A
12 8 4
Bl 1% |5
321
25 | 25
3121
5 5
Assim,
12
P(ANB) 25 60 3
(4B) P(B) é 100 5
5
7. Dos dados do problema, tem-se,
h(b) = h(a) + In(2) h(b) = h(a) + In(2) In(b—e) =In(a —¢) +1n(2)
= = 1
- In(v/2) h(b) — h(a) _ In(v/2) In(2) _ 51n(2)
e b—a e b—a o
In(b —€) = In(2a — 2e) b—e=2a—2e b=2a—e
= = =
1n(2):1n(2) {b—azQe {b—az?e
b—a 2e
b=2a—c¢ b=2a—c¢ b= b5e
~ <~ <~
20 —e —a = 2e a = 3e a = 3e
Ponto A

h(3e) = In(3e — e) = In(2e) = In(2) + In(e) = In(2) + 1
Logo, A(3e;1n(2) + 1)

O declive da reta tangente ao grafico de h no ponto A, é h'(3e)
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hl = =
(z) T—e T—e
Assim,
1
h'(3e) = = —
(3¢) de—e 2e
Logo,
1
y=—x+bbeR
2e
Ora,
1 3 3 1
In(2) +1 o x36+b<ﬁ>ln(2)+1:§+b¢>b:1n(2)+l—§@bzln(Q)—i
e
Concluindo,

1 1
a equagao reduzida da reta tangente ao grafico de h no ponto A é y = 2% +1n(2) — 3
e

1
. Sabemos que a assintota ao grafico de f interseta o eixo Ox no ponto de abcissa ok e interseta o eixo Oy,

no ponto de ordenada —1

-1-0 -1
Assim, o declive da reta é m = =71~ 2
0-— = _
2 2
Deste modo, sabemos que lim ﬂ =2
r—+00 €T
Ora,
f2(x) + e
—_—— 3 3z 3 3z
lim 9(@ = lim S lim M: lim f(x)+ 1 ¢ -
r—+o00 X r——+o0 €T r—+o0 aj‘g r—+00 xg r—+o0 Jj?’

3 NE:
( lim f(:r)) +< lim e) =234 00=+0

r——+00 x rx——+o00 I

Resposta: (D)

e
Nota: Utilizou-se o limite notdvel lim — = +oo
r—+oco I

. Se lim f(z,) = a, entdo, a sucessao (z,) terd de ser tal que:
exr, <e+1
o lim(z,)=e+1

Observando as opgoes, tem-se que,

1 1
AYzp,=e— ————<eelim(z,) =e——=e—0=e
In(n+1)+1 +00
2 2
B)zp,=1-—=<1lelim(z,)=1—-——=1-0=1
®) Ver+1 () +00

(©) xnze—&—ln(e)—@:e—i—l—@<e—|—1elim(xn):e—i—l—limﬁ:e—i—l—hm %:
n n n V n

1
—e+1—4/lim—=e+1-0=e€e+1
n
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1 1
(D) ;z;n:e+1+£ >e+1elim(xn):e+1+lim£:e+1+ T =e+l+—=e+1+0=e+1
¢ ¢ tim & oo
n

Resposta: (C)

Nota: Utilizou-se os limite notdvel lim — = +o00
r——+oco I

10. .
10.1. Determinemos as coordenadas do ponto A
Sabe-se que A(x;0;0), com z € R
Ora, A é ponto da reta AG
Assim,
(2;0;0) = (3; —6; —=9)+k(0;2;3) & © = 3A0 = —6+2kN0 = 943k © . =3Ak=3Ak=3 <2 =3
Logo, A(3;0,0)

assim, D(0;3;0)

Ora, AD = /(3—0)2+ (0—3)2+ (0 — 0)2 = V18 = 3V/2
Determinemos as coordenadas do ponto V'

Sabe-se que V(3;3;2), com z € R

Ora, V é ponto da reta AG

Assim,

9
(3;3;2) = (3; —=6; —=9)+k(0;2;3) & 3 =3A3 = —6+2kAz = -94+3k & 3 =3Ak = 5/\z =-9+3k &

9 27 9 9
(:)323/\k:5/\22—9—}-—(:)3:3/\]{::7/\2':f

2 2 2
9
Logo, V (3; 3; 2)
9

Assim, a medida da altura da pirdmide [ABCDV] é B

Portanto, o volume do sélido ¢ igual a
. 1 —2 9 9
Vsolido = 2 X Viiramide[ABCDV] = 2 X 3 x AD™ x 3= 3 x (3v2)? =3 x 18 = 54 u.v.
10.2. O plano « é perpendicular ao plano ABV
Assim, um vetor normal ao plano « terd de ser perpendicular a um vetor normal ao plano ABV
Seja 3, um vetor normal ao plano «
Como F = (—3;3;—2) é um vetor normal ao plano ABV, entdo,

a pode ser (2;0; —3)

Nota 1: A escolha do vetor @ foi feita de modo que Q- ? =0
H4 infinitos vetores
O procedimento foi: Substituir a ordenada do vetor F por zero, trocar as outras duas coordenadas
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e mudar o sinal de uma delas

Assim, uma equacao cartesiana de um plano perpendicular ao plano ABV é da forma

20+ 0y —32+d =0, com d € R, ou seja, 2r —324+d=0,comdeR

Como V pertence a este plano, vem, 2 x 3—3 X §+d =0« 6—2?7+d =0& —%—i—d =0&d= ?
Logo, 2x — 3z + % = 0 é uma equagao cartesiana de um plano « perpendicular ao plano ABV

Ou seja, 4oz — 62+ 15=0

Obs.: H4 um numero infinito de planos perpendiculares ao plano ABV e que contém o ponto V'
O plano « pedido é um deles

a

2 < . ~ o
11. Como, —, 6 e 512¢19, com a € R, sdo trés termos consecutivos de uma progressao geométrica (a,) de
=

razao positiva,

Entao, vem,

2
. —) = 1024e'? & a® = 162 x 1024¢'? & o = 262144¢'? &

@ 10
16 12
%? _ 512e - ( a
16
e—2 16

o= +v262144e12 < g = +512¢6

Como a razao da progressdo geométrica é positiva, entdo a > 0, logo a = 5128

Assim,

a 512¢6

_ — = 32¢6
TR T

Seja r, a razao da progressao geométrica

12 10
- 532:6 = 16¢*
Assim,
4 - 4\4 - 416 e M 16 2
= X = x (16 = x 16 = X 65536 =2
a5 = a1 X 1t = o x (166%) = g ¢ T 32768 ¢ €

ag = a5 X = 2e2 x 16e* = 32¢°
a7 = ag X r = 32e% x 16e* = 512¢10
Portanto,

as X ag X a7 = 2e? x 32¢5 x 5129 = 32768¢18
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12. .

In(—2x +2) —In(—z) — 1

12.1. f(z)=0& -

=0en(-2z+2)—In(—z)—-1=0"z<0&

ehn(-2z4+2)=n(-z)+1Az <0< In(-2z+2)=In(—z)+In(e) Az <0<

ehn(-2z4+2)=n(-ex)\z<0& —2x+2=—-ex Nz <0& 2x+ex=-2N2<0&

-2 2
Se—2lr="2Nr<08r=—FN2<0&8z2z=—"AN2<0&z=
e—2 2—e 2

—e
2 -
Resposta: 5 é o zero da fungéo f em | — 00; 0]
3,2z - 3 ,—2x 1 2
12.2. lim f(z) = lim e T tar _(x) m 2 4+ lim X = lim - + lim %=
T—+00 T—+00 2x z—+oc0  2x z—+o00 21 2 25400 27 z—+o00 2
_1>< 1 +a_lx 1 +a_1x 1+a_1xo+a_a
-2 e 22 ( €z>2 2 2 o 2 2 2 2
lim —- lim —
r—+400 T T—+00 I
Outro processo
3,2z - T .’1,‘26_27;-1-0, 2 —2x
lm f) = lim D (2) gy O ) o T g O
xr—~400 xr——+00 2:17 xr——+00 21’ xr——+00 2 xr——+00 2
L x2+a L 1 L@ L 1 L8 1X1+a 1X0+a a
= — im — —_ = — _— —_ = — _— —_ = — —_— —_ = — —_ = —
2 z—+too 28 2 2 ) ez 2 2 e\2 2 27 400 2 2 2 2
g ()
T—+00 I z—+o0 T
Assim,
lim f(z)=-1l&2=-1a=-2
Jp S =-leg=-lea=-

Resposta: a = —2
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