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Exame Modelo I
Proposta de resolucao

12.2 Ano de Escolaridade | Turma G-K

CADERNO 1

1.1. P2001/2002

Estamos perante de uma experiéncia aleatéria Binomial
Sabe-se que:

e a experiéncia repete-se oito vezes
e a probabilidade de sucesso é % — (probabilidade de sair face euro num langamento de
uma moeda)
e a probabilidade de insucesso é = — (probabilidade de nao sair face euro num
langamento de uma moeda)
Pretende-se a probabilidade do acontecimento ” A face euro sai exatamente cinco vezes”

1\° [/1)° 1\*
Assim, tem-se que P =8 Cj <2> X <2> =8 C5 (2)

Resposta:(A)

1.2. PMC2015
2?2 P y? x? 1622 16(25 — 2)
LY s o s 216 2 N TL)
516 -7 16 95 Y 25 Y %
16(25 — 22 4
oy=ty /02 25x)<:>y::i:5\/25—:c2

4
Como o ponto P tem abcissa e ordenada positivas, tem-se que P <x; 5\/25 - x2>
. [ A , 4 16x
Assim, a area do retangulo é dada por A(x) = 2z X2y = 2xx2X 5\/25 —T° = T\/ 25 — 22
Resposta:(A)

2. g(22) — f(z) >0 2 5T —2etl S g2 ol S ottl o 5 11> 2416 0>200 <0
Logo, C.5. =R~

Resposta:(C)

3. P(A|B)+P(A| B) = —5 =+ —prg = ) _
_ P(ANB)+P(B)—P(ANB) _P(B) _,
- P(B) - P(B)

Resposta:(D)
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— 1
4. De P(A| B) = 3» Vem que

1
1 P@AnNB) 1 PB-PAnB 1 PEB-¢

PAIB =53¢ ~pm 39 pm) 37 pE 37
<$mm—%:§mm@3mm—g:pwyiyun—mngﬁamngﬁ
@P(B):%

3
De P(AUB) = £ vem,

3 3 3 1 3 3 3 1
P(AUB)=-« P(A)+P(B)—P(ANB)=-PA)+—-——-=-PA)=-——+—
(A0B) = £ & PULHP(B)=PANE) = S & P 5 =5 = & P = =gy e o

3 11
Portanto,P(B\Z):P(BDA):P(B)_PLAQB)):10 5_10_1
P(4) P(4) 1 L

2 2

5.1. Para definir um plano sao necessarios trés pontos nao colineares. Como no sélido nao ha trés
pontos (vértices) colineares, tem-se que o niimero de casos possiveis é dado por Cs, pois
dos oito vértices do sélido tenho de escolher trés. Quanto ao nimero de casos favoraveis:
Pretende-se que o plano seja paralelo ao plano yOz, ora, entdo teremos de escolher trés
pontos (vértices) entre os quatro da face [ABF E] ou escolher trés pontos (vértices) entre
os quatro da face [CDHG], e essa escolha pO(ie ser feita de 4Cy x 2 maneiras distintas

Cg X 2 8 1

Assim, a probabilidade pedida é igual a P =

8C3 56 7
5.2. Um vetor normal ao plano EFG é & = (1;0;3)
Como a reta pedida é perpendicular ao plano EFF'G, entao um seu vetor diretor podera ser
= —(1-0-
a =(1;0;3)
Portanto, uma equacao vetorial da reta perpendicular ao plano EF'G e que contém o ponto
D, é dada por (x;y;2) = (—=3,—3;0) + k(1;0;3),k € R

5.3. ﬁ =H-A=(-3,-3;5) —(3;-3;0) = (—6;0;5) podera ser um vetor normal ao plano
mediador pedido
Determinemos o ponto M, ponto médio do segmento de reta [AH|

M <_3+3' _3_3'5+0>, ou seja, M <0;—3;g)

2 72 72

A equagao do plano mediador é da forma —6x + 0y + 5z +d=0,d € R
Como o plano contém o ponto M, vem,

2
—6x0+5X g—kd:O@d:—;

25
Logo, a equacao do plano mediado pedida é —63:+5z—? = 0, ou ainda, —12x+10z—25 =0

6. Sabe-se que lim g(z) = —o0, logo a reta s tem equagao z = —2
T——2"
Sab lim |g(x) — 2+ 2| =0, ou sej lim |g(z)— (22—2>)] =01 ¢
abe-se que lim |g(z)— -2+ | =0 ousejaque lim |g(z)— | z— 7] =0, logoareta
. 3
t =—z—°
T tem equagdo y = -x — -
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Determinemos o ponto 1

Resposta:(A)

7.1.

7.2.

8.1.

A | et 1
el 1 lim —— — lim —
lim f(fl:) = lim 67_ :(%): lim er — r—+o00 € T—+o00 e _
poee e—rtoo 267 — 1 ztoo 2€T —1 .27 . 1
lm — — lim —
eiﬂ r—r+00 e:p T—+00 em
lim (e) 1 1
_z—1>51-1006 e+oo_e__i_i.o_€_0_E
o 1 - I —2-0 2
:EETOO(Q) - 6-1-700 2—- _i_i.o

~ € , ; p ~
Logo, a reta de equacao y = 3 ¢é assintota ao grafico da funcao, quando x — +oo

A funcao g é continua em todo o seu dominio, por se tratar de quociente de funcoes
continuas, logo, em particular, é continua em [1; 2]
Por outro lado,

4 | 4 -1
1) = —— Ne 4 & 72 =
g() e+f() e+ 262_:11 e+2e—31 <0
4 4 e -1 4 e’ —1
2) = —— ) =——+—F7—=——F+4+——>0
9(2) 62+f() €2+2€2—1 62+262—1

Como ¢(1) e g(2) tém sinais contrarios, ou seja, tem-se que g(1) x ¢g(2) < 0, e a fungao g
é continua em [1;2], entao, pelo corolario do teorema de Bolzano-Cauchy, a funcao g tem
pelo menos um zero em |1; 2], isto é, Jc €]1;2[: g(c) =0

Pretende-se determinar as solugdes da equagao p(t) = 5, no intervalo de tempo [0; 8]

t t
p(t) =5 5+ 5e %2 cos <7T3> — 5 < 502t cog (g) N

; t

= 5702t — )/ cos <7;> = 0 & equacao impossivel V cos <7; > = cos (%) =
t 3 = ;

@%:g—l—k’mk‘EZ@wt:%—{—{%kw,kGZ t:§+3k,k€Z

Atribuindo valores a k, vem,

3
k=0—t= €08
3 9
%+3 %56[0,8]
§+6 2216[0,8]
39 15
lui 2.5
C01acu11f1d0,t€{2,27 2}
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t t
8.2. lim p(t) = lim [5 + 5e7%% cos <ﬂ>] =5+ lim {56_0'% Cos <7T>]

t—=+oo0 t—+o0 3 t—+o0 3
Ora, lim [5670'%] =Hhxe ®= i = i =0

t
E a fungao f(t) = cos (7‘;) é limitada

t
Entao, tem-se que lim [56_0‘2t cos <F>] =0

t——4o00 3
Assim
t t
lim p(t) = lim [5 + 5¢7 %% cos <W>] =5+ lim |:5€0'2t cos (W)] =5+0=5
t—+oo t—+oo 3 t—+o00 3

Com o passar do tempo o corpo tende a estabilizar a sua posigao a cinco decimetros do solo

CADERNO 2

9.1. P2001,/2002

Seja X a variavel aleatoria
Como o valor médio é 60, tem-se que

P(50 < X < 60) = P(60 < X < 70)
Pelo que

P(X < 70) > P(X > 55)
P(X < 70) > P(X < 55)
P(X < 70) > P(X > 70)

Resposta:(A)
9.2. PMC2015

f() 57r 7T+ ( a:) 57r<:> ( x) 57r+71'¢>
T —— 4 arccos | —= ) = — arccos = — 4+ —
12 4 2 12 2 12 4

- (x) 87T<:> (l’>_27[‘<:> x 2T -
arccos > 12 arccos 5) =3 5 = cos 3

1
=——x=1

P
2 2

Resposta:(A)

10. .

10.1. w :—2\/§cos(>+2fzsm()_—2\f £+2\f £z_—2+2

Entao,

|z+w1|=2/\—g§Arg(z)§—%<:>\z—|—(—2+2i)|:2/\—g§Arg(z)§—g(:>
<:>|z—(2—2i)]:2/\—ggArg(z)g—Z
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Consideremos A(2; —2), afixo do complexo z; =2 — 2i

Representagao no plano complexo

Figura 1

No plano complexo, esta condicao define uma linha de comprimento m X 2 = 27 u.c.

10.2. wy = cos(f + 1) + isin(f + 7) = 0+
Entao, wg’ = [ez‘(9+7r)]3 _ (i(30+3m) — cos(30 + 3m) + isin(30 + 3w) = — cos(36) — isin(36)

|wi+1] = |—cos(30)—isin(30)+1| = |1—cos(30)—isin(30)| = /(1 — cos(30))2 + (sin(30))2 =
= /1 —2cos(30) + cos?(30) + sin?(30) = /2 — 2cos(30) = \/2(1 — cos(30)) =

o () - (3)

Calculos auxiliares:
1—cos(2a) = 1—(cos?(a)—sin?(a)) = 1—(1—sin%(a)—sin?(a)) = 1—1+2sin?(a) = 2sin?(a)

11. Determinar a funcao derivada de g
Se x > 0, entao g(x) = zIn(x)

¢ (z) = [rIn(z)] = 2’ x In(x) + z x (In(z)) =1 x In(z) + x x é =In(z) +1

Ser =0 (z) —g(0) In(z) — 0

v e gx)—g0) . xln(x)-0 _
g (0) N xli{élJf z—0 N xll%l* x B xh—g)lJr(ln(x)) -
Ou seja, a fungao g nao é diferencidvel no ponto x = 0

Portanto, ¢'(z) = In(z) + 1, se x > 0
Estudo da monotonia da funcgéo g

Zeros de ¢’

1
g’(x)zO@ln(m)—Fl:O/\:C>O(:>1n(x):—1/\a:>0<:>a::e_1/\x>0<:>x:g/\x>0<:>

1
=T = -

€
Sinal de ¢’
1
J@)>0en(z)+1>0Az>0In(z) > -1Az>0r>etAr>0r> - Az>0&
(&

1
ST > -
e

Professor Francisco Cabral 5/8 junho de 2018 | Exame Modelo I - Proposta de resolugao



12.

1
J@)<0ehn(z)+1<0Az>0eh(z)< -lAz>0r<elAz>0r<-Az>0&
(&

1
S -
e
Quadro de sinal de ¢’ e de variacao de g

T 0

g'(x) |\ | —

op |~
—

g9(z) 0 N\ e /
1 1 1 1 1
g <> =—1In <) =—1In (e_l) =—=
e e e e e
Estudar as concavidades do grafico de g
1
¢"(z) = (In(z) +1) = =, com = >0
x

Logo, ¢"(z) > 0,Vz > 0

Portanto o grafico da funcédo g tem a concavidade voltada para cima em todo o seu dominio

Resposta:(B)
Outro processo:
Em alternativa, poder-se-ia resolver da seguinte forma

Determinar a funcao derivada de g
Se x > 0, entao g(x) = xIn(x)

g (z) =[zIn(z)] =2’ x In(x) + = x (In(z))’ = 1 x In(x) + = x % =lIn(z) +1

Sex =0 () (0) In(z) — 0
. glx)—g . xln(z) — )
'(0) = lim =—————= = lim ————— =1 1 = —
g(0) x—>l%l+ z—0 ar;—>H(I)l+ T z—>H(I)1+( n(z)) >
Ou seja, a fungao g nao é diferencidvel no ponto x = 0

Portanto, ¢'(z) = In(z) + 1, se x > 0

Daqui se exclui as opgoes (C) e (D), pois em ambos os graficos existe um ”ponto anguloso”de

abcissa —, nao sendo diferencidvel a fung¢ao em z = —
e e
Restam as opcoes (A) e (B)

Ora, como xll)riloog(az) = Erfoo(x In(z)) = 400

Conclui-se que a resposta sé poderd ser a opgao (B)

Se no saco estdao onze bolas numeradas e se, se retiram duas de uma sé vez, entao o nimero de

casos possiveis é dado por ' Cy

Quanto ao nuimero de casos favoraveis: pretende-se que as duas bolas retiradas tenham o mesmo
nimero, entao, atendendo a simetria do tridngulo de pascal, e ao facto de haver onze bolas, tem-
se que ha apenas cinco pares de niimeros iguais, pelo que o niimero de casos favoraveis é igual a 5
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Portanto, a probabilidade pedida é dada por P =

10,
Resposta:(B)
3 2
13. log,(b°) = 2 < 3log,(b) = 2 < log,(b) = 3
1
4« 198a(a) ixy
logy (a®) _ 2logy(a) _ 2logy(a) _ 4logy(a) log, (b) _ 3 _4x2 9
loga(\/g) loga (b%) %loga(b) loga(b) g 2 4
3 3
Resposta:(A)
14. .
oo 1 1
14.1. lim f(z) = lim T (%) lim 5 = 5 =
£—0— 70— e2T — et 1—0— e*% — % y T _141—¢"
—_— im
X z—0— X
1 1
- e 1 -1 axi—1 *
2 x lim — lim
2r—0- 2T z=0- T .
Utilizou-se o limite notavel lim =1
z—0~ T
Conclui-se, assim, que o valor de b é 1
3 n
3 lim | 1+ %

m +3\"
14.2. lima,, = lim <”+> — lim
n+1

3

e2
=400 X — = +00

e

Assim, lim f(a,) = EIE flz) = Ll\ff [(37 +1 (

el ()] el (02 (-

2\" 2
=1In { lim (1 + > X lim (1 + >] In(e? x 1) = In(e?
T——+00 T T——+00 T

Logo, b =2 e a reta r tem equacao y = 2

15. .

15.1. A fungao h é continua em = = 0, se existir lim A(x), ou

seja, se lim h(z) = h(0) e

z—0 z—0~

lim h(x) = h(0
lim h(z) = h(0)
Ora,

2x 2 2 1 1 1
lim h = lim ——— = — [i = — -y —=_Z
Jm k(@) = Tim, 5 == i R A T

4 x lim
X 4x—0t 4z

. .. , . (&
Utilizou-se o limite notével lim
x—0 xr
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lim A(z) = lim sin(—2z)(cos?(x) — sin?(x)) —  lim sin(2z) cos(2x) _
z—0~ x—>‘0* 4x ) z—0~ 4x
:—lx lim s1n(4x):_lx lim M:—lxlz—l
e—0-  4x 2 a0 4w 2
sin(x)

Utilizou-se o limite notével lim =1

z—0 T
kln (y/e
h(0) = —é‘[)
Para que a fungao h seja continua em x = 0 devera ter-se

kln(ve) 1 N 1 - 1 B
—T_—§@kln(ea)_1<i>kxiln(e)_1@kx§x1_1@k_2

15.2. seja x > 0,
W (x) < 2 >’ (22) x (1 —e*) =22 x (1—e*)  2x (1—e*) — 2z x (0 — 4e*7)
T)= = —

1 —ele (1 — edo)? (1 — eda)?

2 — 2 + 8xe!® €1 (8x —2) 42

= 5 = 5—, com x >0
(1 — et) (1-— 641’)
2 Az 2
B(x) = 5 & rBr-2)+2 5 <
(1 _ €4m) (1 643:) (1 _ €4m)
el*(8x — 2) 2 _ 2 el*(8x — 2)

= 2N =0&
(I—et)?  (1—etr)®  (1—et)®  (1—et)?
S8z —2)=0A(1-e2)? £0 (2 =0V8r—2=0)A1—e £0 &

2 1
< (equagao impossivel \/8:c:2)/\x7éo<:>x:§/\x750<:>xzz

.5 = {i}

v (s g —2) +2
2
15.3. O declive da reta tangente é igual a b’ = =
4 ( ) (1—e)?
2
A equacao da reta tangente t é da forma t:y = A_c2 xr+bbeR
1 1
2 X — —
1 1
Ora,h<> S
4 1_etxs l—e 2(1—e¢)
. . 1 1
Assim, o ponto de tangéncia tem coordenadas | —; ———
4°2(1 —e)
Substituindo as coordenadas deste ponto na equagao de ¢, vem
LI R P - Ly _L-e L o
2(1—¢) (1—e)2 4 T 2(1—e) 2(1—e)? S 2(1—e)?2  2(1—e)?
o h 1—e—-1 Py e
2(1—e)? o 2(1—e)?
~ , €

Portanto, a equacao daretat ét:y = x

(1—e)2" 2(1—e)2
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