OMEGAMAT Exame Modelo VIIT de Matemética A

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia | junho de 2020

12.2 Ano de Escolaridade

Utiliza apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta

E permitido o uso de calculadora

Nao é permitido o uso de corretor. Risca o que pretendes que nédo seja classificado
Para cada resposta identifica o item

Apresenta as tuas respostas de forma legivel

Apresenta apenas uma resposta para cada item

A prova apresenta um formulédrio na pagina 2

As cotagbes dos itens encontram-se na pagina 8

Na resposta aos itens de selegdo (escolha miiltipla), seleciona a resposta correta. Escreve na folha de respos-
tas o nimero do item e a letra que identifica a opcao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresenta o teu raciocinio de forma clara, indicando todos os calculos que
tiveres de efetuar e todas as justificagoes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida aproximacao
apresenta sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:
ar («a - amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; v - raio)
drea de um poligono regular: Semiperimetro x Apdtema

area de um setor circular:

Oé’!’2

- (a- amplitude, em radianos, do dngulo ao centro, v - raio)
area lateral de um cone: 7rg (v - raio da base, g - geratriz)

area de uma superficie esférica: 472 (r - raio)

1
Volume da piramide: §X drea da base x Altura

1
Volume do cone: — X drea da base x Altura

w

4
Volume da esfera: gm"g (r - raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressio (un):

Ui + Un

Progressao aritmética: Xn

1—r"

1—r

Progressao geométrica: u; x

,r#1

Trigonometria

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa
cos(a +b) = cosacosb —sinasinb
Complexos

(I2lei®) = |2|nein®)

0+42km

Yz = ”1/‘Z|ei( n ),ke{O;l;Q;...;n—l}enEN

Regras de derivagao
(u+v) =u +
(wv) = u/v + uv’
(E)l v —w
v/ v2
(u™) =nu" v (n€R)

(sinu) = u/ cosu

(cosu)’ = —u'sinu
/
u
(tanu)' = ——
cos?u

(eu)/ — u/eu
(a*) =v'a*Ina (a € RT\{1})

’

(Inw) = v
u

—— (a€RF\(1})

(log, u)’ =
Limites notaveis

1 n
hm(l—i—f) =e (meN)
n

sin x

lim =1
x—0 2o
z -1
lim & =1
z—0 x
. Inx
lim — =0

rx—+oo I
x

e
lim < = R
S +oo (p€R)
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1. Considera a funcao f, real de varidvel real, definida em R, por f(z) = sin(7x)
Seja g, a fungdo real de varidvel real, definida em R, por g(z) = —2f(4x)

Pode-se afirmar que a fungéo g, no intervalo [0; 2], tem

(A) 8 zeros
(B)
(C) 10 zeros
(D)

9 zeros

3 zeros

2. O Professor de Matemética de uma turma de 122 ano, colocou aos seus alunos o seguinte problema de
célculo combinatério:
Considerem o conjunto A de todos os nimeros de cinco algarismos que se podem formar com os algarismos
delad
Considerem, agora, o conjunto B, subconjunto de A, cujos elementos satisfazem os sequintes requisitos:

e cada numero tem os algarismos todos diferentes
e comecam todos por 7 e terminam em 2

e a soma dos cinco algarismos € impar

Qual € o cardinal do conjunto B?

Duas respostas corretas ao problema proposto foram apresentadas por dois alunos da turma, Rodrigo e
Carolina

Numa composicao, explica-as

Resposta do Rodrigo Resposta da Carolina
#B =3 Cl ><3 Cl ><4 A2 +3 A3 =114 #B =14 Cg X3 02 x 2! X3 Cl +3' =114

3. Considera, num plano munido de um referencial ortonormado xQOy, uma circunferéncia de centro na origem
e de raio 7, com r > (0, como se observa na figura 1

Sabe-se que:

e os pontos A, B, C' e D pertencem a circun- Y
feréncia

e os pontos A e B s@o simétricos em relacao ao B
eixo Oy

e os pontos C' e D sao simétricos em relacao ao x B
eixo Oy

e os tridngulos [ABO] e [CDO], sao simétricos
em relagao ao eixo Ox

o E(r;0)

e 0 ponto A move-se no primeiro quadrante, e os

pontos B, C' e D, acompanham esse movimento )
Figura 1

° E(A)A:x,comxe}o;g{

A drea da regido colorida da figura, é dada, em funcao de x, por:
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4. Sejam a e b, dois niimeros reais, com a >1e b > 1

Sabe-se que log, (b*) = 4

b
Mostra que, para esses valores de a e b, se tem, log, <\/>> =1
a

5. Na figura 2 estd representado, num plano munido de um referencial ortonormado Oy, parte do grafico
de uma funcio quadratica f, de dominio R, e definida por f(z) = az? +bx +c, b,c € R, e a € R

Y
!
Seja g, a funcao real de varidvel real, definida por
g(@) = f(z) te
Em qual das opgoes seguintes pode estar representado parte 0 T
do grafico da fungao ¢’, derivada da fungao g?
Figura 2
(A4) (B)
Y Y
g/
O
I9) x
x
gl
Figura 3 Figura 4
(©) (D)
y y
g/
I9) T
/
/ o x
g/
Figura 5 Figura 6

6. Uma caixa contém dez bolas numeradas de 1 a 10
Retiram-se da caixa duas bolas, sucessivamente e sem reposigao

Qual é a probabilidade de sairem duas bolas em que o nimero da segunda bola nao é o sucessor do nimero
da primeira bola?

(A) 10% .

=) 40 | @eégg |
(C) 80% ’

(D) 90% Figura 7
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7. Numa caixa, identificada por X, estdo seis bolas numeradas de um a seis, e numa caixa, identificada por
Y, estao trés bolas numeradas com o niimero um, quatro numeradas com o niimero dois e cinco numeradas
com o numero trés

Lancga-se um dado ciibico equilibrado

Se sair ntmero par, retira-se a bola com o numero quatro da caixa X e
coloca-se na caixa Y, juntamente com mais onze bolas iguais a ela

Seguidamente retiram-se duas bolas da caixa Y e somam-se os nimeros das
bolas que sairam

Sejam os acontecimentos

A : sal nimero impar no langamento do dado DD DA G

B : A soma dos numeros das duas bolas extraidas da caixa Y é igual a cinco
Figura 8
Sem utilizar a formula de probabilidade condicionada, mostra que

12 3 4 5
P(B[A) - GGG

8. Seja f, a fungdo real de varidvel real, definida por f(z) = In(e** — 2%)

8.1. Determina o dominio da fungao f

8.2. Escreve as equagOes das assintotas ao grafico da funcao f

9. Seja g, a fungao real de varidvel real, definida em R* \ {1}, por g(z) = n(z)

Seja ¢, a funcao derivada da funcao g

9.1. Estuda a fungdo g, quanto a monotonia e existéncia de extremos

!/
9.2. Em qual das opgoes esta o valor de lim 9(@) ?
r—e —e

10. Numa escola com 150 Professores, 100 sdo do sexo feminino. A diregdo da escola, aquando da preparagao
do ano letivo, terd de escolher um grupo de Professores para desempenharem a funcao de Diretor de
Turma
Definido o perfil do Diretor de Turma pela Direcao, estima-se que, dos Professores da escola do sexo
feminino, 90% tém perfil para desempenhar o cargo, e que dos Professores da escola do sexo masculino,
60% tém perfil para desempenhar o cargo

Escolhido um Professor, ao acaso, qual é a probabilidade de ser do sexo feminino, se nao tem perfil para
desempenhar a fungdo de Diretor de Turma?
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11. Seja C, o conjunto dos nimeros complexos e seja z um nimero complexo

11.1. Em qual das opgbes pode estar representado o conjunto dos pontos do plano complexo, afixos do

3
complexo z, que satisfazem a condigdo 1 < |z — 2i| <3 A % < Arg(z—2i) < Zﬂ

(A) (B)

Figura 9 Figura 10

Im(z)

Figura 11

Figura 12

. i( = i 13 ~ ; ; . . ,
11.2. Admite que z; = 2¢i(%) ¢ 2o = 2¢i(%) siio duas raizes indice n, consecutivas, do nimero complexo
z. Determina o valor de n e o niimero complexo z

12. Seja f, a funcao real e varidvel real, de dominio | — co; —al, definida por
flx)=b++v—zr—acoma>0eb>0,eafuncio g, de dominio [a; +oo|, definida por g(z) = f(—=z)
No referencial cartesiano ortonormado Oy, estao representados partes dos graficos das funcgoes f e g, e
um trapézio isésceles [ABC D], como se observa na figura 13

Y
Sabe-se que:

. ~ C D
e os pontos A e D pertencem ao grafico da funcao g f \ /
| |
e os pontos B e C pertencem ao grafico da fungao f Lo ) ' A |
| | | |
e a abcissa do ponto A é a — o —

e a abcissa do ponto D excede a abcissa do ponto A em

uma unidade
Figura 13

A drea do trapézio [ABCD], é dada, em fungao de a, por:
(A) 2a+2
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13. Seja f, a funcao real de varidvel real, definida por f(z) = ze® — e*
na figura 14, estao representados, num plano munido de um referencial ortonormado xOy, parte do gréafico
da funcao f, a reta r, tangente ao grafico da funcao no ponto de abcissa 2, e dois pontos do grafico, [ e T

Sabe-se que:

e [ é ponto de inflexao do grafico da funcao f

e T é o ponto de intersecao da reta r com o grafico de f

Figura 14

13.1. Escreve a equagao reduzida da reta r

2
13.2. Mostra, analiticamente, que o ponto I tem coordenadas (—1; —)
e

13.3. Mostra, recorrendo ao Teorema de Bolzano, que a funcao g, real de varidvel real, definida por
g(x) = =1+ f(2z) admite um zero no intervalo ]0; 1|

14. Nas festas da cidade de Paredes, junto ao parque da cidade, hd um carrossel para criancas com a forma
que se apresenta na figura 15
A base do carrossel é formado por um prisma octogonal regular, e o telhado é uma pirdmide octogonal,
como se observa na figura 15
Na figura esta um modelo do carrossel

Admite que se fixa um referencial ortonormado Ozyz, como o representado na figura 15

Sabe-se que: v

e a>0 AN
c ( :\\\,\5\; § D
e 0 ponto A pertence ao eixo Oy 4 LN
|

3 3 \
B 0 v
(2 2a ) L

AT 10T

o AD = (0,0;4a) < D
o CD = (0,4a;0) { iy

// ! B A
e V(0;0;5a)
e areta AV tem equacdo vetorial "

(z;y;2) = (0, —2a, 10a) + k(0, —4a, 10a), k € R
Figura 15

14.1. Sendo « a amplitude do dngulo BV A, um valor aproximado as décimas de « é:
(A) 16.6°
(B) 16.7°
(C) 16.8°
(D) 16.9°

14.2. Escreve uma equacao cartesiana do plano ABC
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1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
8.1
8.2
9.
9.1
9.2
10.
11.
11.1
11.2
12.
13.
13.1
13.2
13.3
14.
14.1
14.2

COTACOES

................................................................. 5 pontos

................................................................. 10 pontos

................................................................. 5 pontos

................................................................. 5 pontos

................................................................. 5 pontos
................................................................. 15 pontos

................................................................. 15 pontos
................................................................. 5 pontos

................................................................. 15 pontos
................................................................. 5 pontos
................................................................. 10 pontos
................................................................. 5 pontos
................................................................. 10 pontos
................................................................. 15 pontos

................................................................. 10 pontos

................................................................. 15 pontos
................................................................. 15 pontos

100 pontos
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