Escora
£ sver | o= SECUNDARIA Exame Modelo VI de Matematica A
: DE PENAFIEL

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia | junho de 2018

Caderno 1 (75 minutos + 15min ) + Caderno 2 (75 minutos + 15min )

12.2 Ano de Escolaridade | Turma - G - K

Caderno 1

e Duracao: 75 minutos + 15 minutos de tolerancia

e E permitido o uso de calculadora grafica

Indica de forma legivel a versao da prova. A prova é constituida por dois cadernos (Caderno 1 e Caderno 2).
Utiliza apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta. Sé é permitido o uso de calculadora no Caderno
1. Nao é permitido o uso de corretor. Risca o que pretendes que nao seja classificado. Para cada resposta
identifica o item. Apresenta as tuas respostas de forma legivel. Apresenta apenas uma resposta para cada item.
A prova apresenta um formulario no Caderno 1. As cotagoes dos itens de cada Caderno encontram-se no final
de cada Caderno.

Na resposta aos itens de selegao (escolha miiltipla), seleciona a resposta correta. Escreve na folha de respos-
tas o nimero do item e a letra que identifica a opcao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresenta o teu raciocinio de forma clara, indicando todos os cdlculos que
tiveres de efetuar e todas as justificagoes necessarias. Quando, para um resultado, nao é pedida aproximacao
apresenta sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (a - amplitude, em radianos, do angulo ao centro; v - raio)

area de um poligono regular: Semiperimetro x Apdtema

area de um setor circular:

ar?

T . . “ .
- (a- amplitude, em radianos, do dngulo ao centro, v - raio)

area lateral de um cone: nrg (r - raio da base, g - geratriz)

area de uma superficie esférica: 4772 (r - raio)

1
Volume da piramide: — X drea da base x Altura
Volume do cone: §>< drea da base x Altura

4
Volume da esfera: §7r7"3 (r - raio)

Progressoes
Soma dos n primeiros termos de uma progressdo (un):
Progressao aritmética: vt un

1—r"

Progressao geométrica: u; X

Trigonometria
sin(a 4+ b) = sinacosb + sinbcosa

cos(a +b) = cosacosb —sinasinb

Lei dos senos
sin A sin B sin C

a b c

Lei dos cossenos ou Teorema de Carnot

a2 =b2 +c2 — 2bccos A

Complexos

(|2]cisf)™ = |z|"cis(nf) ou (|z|ei®)" = |z|mei(nO)
2

YV \z|cisd = Y/ |z|cis (M) ou
n

L 0+2km
Yz = ”\z|@1( n ),ke{o;l;Q;...;n—l}eneN

Probabilidades

p=p1T1+ -+ PnIn

o= \/pl(l’l - M)2 + - +pn(xn - M)2

Se X ~ N(u,0), entéo:
Plu—oc< X <p+o)=~0.6827
P(p—20 < X < p+20) = 0.9545
Plp—30c <X < p+30)~0.9973

Regras de derivacgao
(ut+v) =u +

u L)/ = nun 1/ (n c R)
sinu)’ = v/ cosu

(

(

(cosu) = —u'/sinu

(tanwu) = 7c07:2 -

(eu)/ — u/eu

(a*) = u’a;“ Ina (a€RT\{1})
(Inu) = %

(log, w)' = —— (s € RF\{1})

Limites notaveis
lim<1+7> =e (neN)
n

. sinz
lim =1
z—0 2
et =1
lim =1
x—0 €T
. Inx
lim — =
rx—+oo
x
li — = R
IJTOO xP oo (p € )
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Os dois itens que se apresentam a seguir sao itens em alternativa

O item 1.1. integra-se nos Programas de Matemdtica A, de 10°, 11° e 12° anos, homologados em 2001 e
2002 (2001/2002)

O item 1.2. integra-se no Programas e Metas Curriculares de Matemdatica A, homologado em 2015
(PMC2015)

Responde apenas a um dos dois itens

Na tua folha de respostas, identifica claramente o item selecionado

[ P2001,/2002 |
1.1. Seja «, um plano, de equagdo 2z — y + 2z — 6 = 0, e r, uma reta, de equagdes cartesianas
l—az y+1 33—z
4 2 2

Considera as afirmagcoes seguintes

(I) A reta r é paralela ao plano «

(IT) A intersegao da reta r com o plano « é uma reta
(IIT) A reta é obliqua ao plano

(IV) A reta r é perpendicular ao plano «

Pode-se afirmar que:

(A) (I) é verdadeira

(B) (II) e (III) sdo ambas verdadeiras
(C) (III) é verdadeira

(D) (IV) é verdadeira

1.2. Sejam f e g, duas fungdes reais de variavel real, definidas nos respetivos dominios, por

2
f(x) = ?ﬂ — 3arccos (g + 1) e g(x) = —e”, respetivamente

Qual é o valor de (f 0 ¢)(0)?

Nota: O simbolo (o) representa a composi¢ao de fungoes
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2. Na figura 1, estd representado, num referencial o.n. Ozyz, um paralelepipedo e uma piramide quadran-
gular regular assente na face [DEFG] do paralelepipedo

Sabe-se que:

e 08 vértices da base da piramide sdo os pontos médios dos Ja

S
lados da face [DEFG] do paralelepipedo V/
P A D

o ponto E pertence ao semieixo positivo Oz

[
I
|
e a face [OABC] é um quadrado e esta contida no plano zOy !
|
e o ponto C tem coordenadas (4;3;0) | - L___( Qi }
———————— A s
e o0 ponto B tem coordenadas (7; —1;0) AT /! \\\ Y
/; > C
e 0 volume da piramide é a décima parte do volume do
paralelepipedo
e uma equagao vetorial da reta CE é z

(z3y;2) = (4:3;0) + k(8;6; —10), k € R .
Figura 1

2.1. Uma equagao do plano perpendicular & reta CE e que contém o ponto médio de [BC] é:
(A) 8¢ +6y—10z2+25=0
(B) 4 +3y —52+25=0
(C) 8z + 6y — 10z — 25 =0
(D) 4z +3y —52—25=0
2.2. Determina a cota do vértice V' da piramide

2.3. Seja P um ponto do espaco
Escreve uma equagao cartesiana para o conjunto de pontos do espago definido pela condigao
AP.CP=0

2.4. Vao ser numeradas as faces laterais da piramide e as faces do paralelepipedo nao paralelas ao plano
Oy
Em cada face s6 se coloca um ntmero natural igual a um niimero do conjunto
A =1{1;2;3;4;5;6;7;8;9;,10;11;12; 13; 14; 15; 16; 17; 18; 19; 20}
De quantas maneiras se podem numerar as referidas faces, de modo que na piramide s6 se coloquem
nimeros que sejam miltiplos de quatro e no paralelepipedo s6 se coloquem niimeros muiltiplos de
cinco, ou ao contrario, e nao haja faces numeradas com o mesmo numero

3. Numa escola do ensino bésico de Arribas de Cima, os alunos, no ato da matricula, tém de escolher duas
atividades extracurriculares, de entre trés a escolha (Misica, Expressao Plastica e Teatro)

3.1. Admite que na escola hd 600 alunos, distribuidos pelos sétimo, oitavo e nono anos e que nimero de
alunos que frequenta o sétimo ano é igual ao nimero de alunos que frequenta o oitavo ano e igual ao
dobro do numero de alunos que frequenta o nono ano
Vai ser selecionado um grupo de doze alunos dessa escola para representar a escola num encontro de
jovens
Sabendo que os lideres do grupo sao alunos do nono ano e que tém tarefas distintas nessa lideranca,
de quantas maneiras distintas pode ser feita a escolha desse grupo, se o grupo for constituido por
cinco alunos do sétimo ano, cinco alunos do oitavo e os restantes do nono ano?

Numa das opgoes, estd a expressao que da esse numero de grupos
Em qual delas?

(A) 24005 ><240 05 ><120 02
(B) 240145 ><240 A5 ><120 A2
(C) 24005 % 240 C5 % 120 AQ
(D) 240A5 ><240 A5 ><120 C2
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3.2. Relativamente a essa escola sabe-se que:

e entre os alunos que escolheram Musica, a probabilidade de um aluno ter escolhido Expressao
Plastica é o dobro da probabilidade de ter escolhido as duas

e o0 numero de alunos que escolheram Expressao Plastica é metade do ntimero de alunos que
escolheram Misica

e o numero de alunos que nao escolheram Expressao Plastica é igual ao dobro do ntimero de alunos
que nao escolheram nenhuma das atividades, Misica e Expressao Plastica

Escolhe-se, ao acaso, um aluno dessa escola

Determina a probabilidade desse aluno ter escolhido pelo menos uma das atividades de Musica ou
de Expressao Plastica

Apresenta o resultado na forma de fracao irredutivel

4. Na figura 2 estd representado, num referencial o.n. Oy, o grafico da fungao f, definida em [—m; 7|, por
f(z) = =1+ 2cos(2z) e um tridngulo [ABC)|

Y
Toow !
e 0s pontos B e C tém abcissas 5 €5 .'\ i} /\ ) /T
respetivamente : 2 2 :
— b ! ™
1
e 0 valor minimo da funcao f é —3 DA :
1 1
e B é ponto do grafico onde a funcao f atinge o seu : :
valor minimo : :
e ( é ponto do grafico onde a fungao f atinge o seu B ¢
valor minimo
Figura 2

Admite que o ponto A se movimenta na curva, grafico da funcao f, entre os pontos B e C, nunca coinci-

. . . . T
dindo com o ponto B nem com o ponto C, ou seja, a sua abcissa x, pertence ao intervalo 33

Recorrendo as potencialidades da calculadora grafica, determina a abcissa do ponto A de modo que o
tridngulo [ABC] tenha édrea igual a 5 u.a.

Na tua resposta deves:

e escrever a expressao que dé, em fungdo da abcissa x do ponto A, a drea do tridngulo [ABC]|
e equacionar o problema

e reproduzir, num referencial o.n., o(s)gréfico(s)da(s)funcao(oes) visualizado(s) na calculadora que te
permite(m) resolver a equacao

e apresenta o(s) valor(es) pedido(s) arredondado as centésimas

(Exercicio adaptado de um exercicio do meu livro de exercicios do 122 ano)
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5. Considera dois nimeros naturais a e b, com b > a
Para certos valores de a e de b, tem-se que a, b e 36 sao trés termos consecutivos de uma progressao
aritmética e que a, b e 48 sao trés termos consecutivos de uma progressao geométrica
Determina a e b

6. Considera, em C, conjunto dos nimeros complexos, a condigao
|z| <2A[( Re(z) > 0A Im(z) > 0) V ( Re(z) < 0A Im(z) < 0)]

Em qual das opgoes, podera estar, representado, no plano de Argand - Gauss, o conjunto de pontos defi-
nido por esta condicao?

(B)
(A)

Re(z

~—

Re(z)

Re(z) Re(z)

FIM DO CADERNO 1
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COTACOES

1.
.................................................................................... 8 pontos

2.
2 L e 8 pontos
2, 12 pontos
2 e 12 pontos
204 e 12 pontos

3.
B e 8 pontos
B2 e 13 pontos

4.
.................................................................................... 12 pontos

5.
.................................................................................... 12 pontos

6.
.................................................................................... 8 pontos

TOTAL ..coevvvvininininnnns 105 pontos
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Caderno 2

e Duracao: 75 minutos + 15 minutos de tolerancia

e Neste Caderno nao é permitida a utilizacao de calculadora

Os dois itens que se apresentam a seguir sao itens em alternativa

O item 7.1. integra-se nos Programas de Matemética A, de 10°, 11° e 12° anos, homologados em 2001 e
2002 (2001/2002)

O item 7.2. integra-se no Programas e Metas Curriculares de Matemética A, homologado em 2015
(PMC2015)

Responde apenas a um dos dois itens

Na tua folha de respostas, identifica claramente o item selecionado

| P2001,/2002 |

7.1. Seja E, conjunto finito e ndo vazio, o espago amostral de uma experiéncia aleatdria, seja P(E)
o espaco dos acontecimentos, sendo equiprovaveis os acontecimentos elementares, P uma probabi-
lidade em P(F) e sejam A e B dois acontecimentos independentes associados a essa experiéncia
aleatoria

3 2
Sabe-se que a probabilidade de A ou B ocorrerem é igual a 5 e a probabilidade de ocorrer A é igual a 5
Numa das opgoes estd o valor da probabilidade de nao ocorréncia de B

Em qual delas?

WU —W] N =

2 2

PMC2015
Y

7.2. Considera a elipse, definida pela equagao g—G + i 1, com b > 0, e o quadrildtero [ABED],
representados no referencial o.n. Oy, da figura 3
Sabe-se que:
e os pontos A, B, C e D sao vértices da elipse y
e os pontos E e F sao os focos da elipse B

e OA=2x0B

Em qual das opgdes estd o valor da drea (em u.a.) do

quadrildtero [ABED]? C\F o A
(A) 6-3v3 =

(B) 18— /3

(C) 18 +9v3 Figura 3

(D) 18 —9v/3
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8. Em C, conjunto dos niimeros complexos, considera z; = 3+ v/3i e 20 = /3 (cos (%) + 4 sin (%)), sendo

i a unidade imagindria

8.1. Resolve, em C, a equagao (1+14) x z — S R—
2

Z21 X 29

8.2. Determina o menor nimero natural n, para o qual ( ) é um numero real positivo

)

Os dois itens que se apresentam a seguir sdo itens em alternativa

O item 9.1. integra-se nos Programas de Matemadtica A, de 10°, 11° e 12° anos, homologados em 2001 e
2002 (2001/2002)

O item 9.2. integra-se no Programas e Metas Curriculares de Matematica A, homologado em 2015
(PMC2015)

Responde apenas a um dos dois itens

Na tua folha de respostas, identifica claramente o item selecionado

| P2001,/2002 |

9.1. Langa-se duas vezes um dado tetraédrico equilibrado, com as faces numeradas de 1 a 4
Se X o numero de vezes que sai a face 4 nos dois langamentos
Qual é a distribuicao de probabilidade?

(A) (B)

P 0 1 2 - 0 1 2
1\° 1 3] /3)\° 3\ ° 1 3 1\°
PX=z) | (=) l2x=x2](2 P(X = 2) lo2x=x2]| (=
x=a | (3) 27221 (3) == | (3) |2251] (3)
(C) (D)
o 0ol 1 ]2 o oT 1 |2
T 313 T 31
PX = Fl O P(X = S22
X=2) | 7 13%7 11 X=2) | 71 3%311

9.2. Um ponto P desloca-se numa reta numérica durante um intervalo de tempo I, de tal forma que a
. . , T T
respetiva abcissa é dada, para um certo valor A € R, por z(t) = A cos (gt + Z)’ comteleA>0

Na figura 4, estéd representado, em referencial o.n. xOy, o grafico do oscilador harmdnico

Sabe-se que:

e B éponto do grafico onde a a funcao = atinge o valor méximo (t)
e a sua ordenada é 2

e (' é ponto do grafico onde a a funcao x atinge o valor minimo 2F------
e a sua ordenada é —2

o ?
Em qual das opcoes estd, no instante ¢t = 0, a abcissa do ponto —2 ,,\/,,,,,,v \/

P? c
(A) 2v2 .

®) 3 Figura 4
(€) v2

(D) 2v/3
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10.

11.

Uma equipa de Bidlogos de uma universidade da Africa do Sul fez um estudo sobre a evolugao de uma
populacao de gnus num parque nacional de Africa do Sul
No final do estudo, chegaram a conclusao que o nimero de gnus existente no parque é dado, aproximada-
a
mente, por G(t) = ————, comt >0
P (*) 14+0bxekt -
Sabe-se que a, b e k sdo nimeros reais positivos
A variavel t designa o tempo, em anos, e t = 0 corresponde ao inicio do ano de 1999

Sabendo que no inicio de 1999 havia 40000 gnus no parque, que no final de 2009 esse niimero sofreu um
aumento de 20000, e que com o passar do tempo o nimero de gnus tende para 120000, determina os
valores de a, b e k

(Exercicio adaptado de um exercicio do meu livro de exercicios do 122 ano)

Seja f, uma funcao real de varidvel real, de dominio R+
Sabe-se que a reta de equagao y = ex + 1 ¢ assintota obliqua ao grafico de f
—92)2
Considera, agora, a funcio g, real de varidvel real, de dominio RT, definida por g(x) = M
x

Qual é a equagao da assintota horizontal ao grafico da funcao g7

4e

=)
QR e <

)
)
)
)

e —
02

e
—4e

~ o~ —~
Q

12. Sejam, a e b, dois nimeros reais nao nulos

Considera a fungao h, real de variavel real, de dominio }—g; 400 [, definida por

ax T e r<0
se ——=<u
sin(2x) 2
h(z) = 1 se z=0
1— —2z
- se >0
bx
12.1. Em qual das opgoes estd a equacao de uma das assintotas ao grafico da funcao h?
(A) ¢ =]
r=——
4
0
B =——
ﬂ'
C =——
(©) =1
(

12.2. Determina os valores de a e b, de modo que a funcao h seja continua no ponto 0
Justifica a tua resposta

13. Considera a fungao f, real de varidvel real, definida em R\ {0}, por f(z) = e —ex

Estuda a funcao f quanto ao sentido das concavidades e pontos de inflexao do seu grafico
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14. Considera a fun¢ao f, de dominio R*, definida por f(z) = In(x) e continua e diferencidvel em todo o seu
dominio
Na figura 5 estd, em referencial o.n. xQy, parte do grafico de f, uma reta secante ao grafico nos pontos
A e B, e um tridngulo [BCD]

Sabe-se que:

e a abcissa do ponto A é e e a abcissa do ponto B é 2¢

e o0 ponto C' é o ponto de intersecao da reta AB com o eixo
das abcissas

e o ponto D é a projegao ortogonal do ponto B sobre o eixo
Ox

1 +1n(2))2
Mostra que a drea do tridngulo [BC'D] é igual a e(;r(lz())) u.a.
n

Figura 5

FIM DO CADERNO 2

Professor Francisco Cabral Péagina 11 de 12 Exame Modelo VI ‘ 122 ano



10.

11.

12.

13.

14.

8.1
8.2

COTACOES

...................... 8 pontos

...................... 10 pontos

...................... 10 pontos

...................... 8 pontos

...................... 12 pontos

...................... 8 pontos

...................... 8 pontos
...................... 11 pontos

95 pontos
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