Escora
£ sver | o= SECUNDARIA Exame Modelo II de Matematica A
: DE PENAFIEL

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia | junho de 2018

Caderno 1 (75 minutos + 15min ) + Caderno 2 (75 minutos + 15min )

12.2 Ano de Escolaridade | Turma - G - K

Caderno 1

e Duracao: 75 minutos + 15 minutos de tolerancia

e E permitido o uso de calculadora grafica

Indica de forma legivel a versao da prova. A prova é constituida por dois cadernos (Caderno 1 e Caderno 2).
Utiliza apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta. Sé é permitido o uso de calculadora no Caderno
1. Nao é permitido o uso de corretor. Risca o que pretendes que nao seja classificado. Para cada resposta
identifica o item. Apresenta as tuas respostas de forma legivel. Apresenta apenas uma resposta para cada item.
A prova apresenta um formulario no Caderno 1. As cotagoes dos itens de cada Caderno encontram-se no final
de cada Caderno.

Na resposta aos itens de selegao (escolha miiltipla), seleciona a resposta correta. Escreve na folha de respos-
tas o nimero do item e a letra que identifica a opcao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresenta o teu raciocinio de forma clara, indicando todos os cdlculos que
tiveres de efetuar e todas as justificagoes necessarias. Quando, para um resultado, nao é pedida aproximacao
apresenta sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (a - amplitude, em radianos, do angulo ao centro; v - raio)

area de um poligono regular: Semiperimetro x Apdtema

area de um setor circular:

ar?

T . . “ .
- (a- amplitude, em radianos, do dngulo ao centro, v - raio)

area lateral de um cone: nrg (r - raio da base, g - geratriz)

area de uma superficie esférica: 4772 (r - raio)

1
Volume da piramide: — X drea da base x Altura
Volume do cone: §>< drea da base x Altura

4
Volume da esfera: §7r7"3 (r - raio)

Progressoes
Soma dos n primeiros termos de uma progressdo (un):
Progressao aritmética: vt un

1—r"

Progressao geométrica: u; X

Trigonometria
sin(a 4+ b) = sinacosb + sinbcosa

cos(a +b) = cosacosb —sinasinb

Lei dos senos
sin A sin B sin C

a b c

Lei dos cossenos ou Teorema de Carnot

a2 =b2 +c2 — 2bccos A

Complexos

(|2]cisf)™ = |z|"cis(nf) ou (|z|ei®)" = |z|mei(nO)
2

YV \z|cisd = Y/ |z|cis (M) ou
n

L 0+2km
Yz = ”\z|@1( n ),ke{o;l;Q;...;n—l}eneN

Probabilidades

p=p1T1+ -+ PnIn

o= \/pl(l’l - M)2 + - +pn(xn - M)2

Se X ~ N(u,0), entéo:
Plu—oc< X <p+o)=~0.6827
P(p—20 < X < p+20) = 0.9545
Plp—30c <X < p+30)~0.9973

Regras de derivacgao
(ut+v) =u +

u L)/ = nun 1/ (n c R)
sinu)’ = v/ cosu

(

(

(cosu) = —u'/sinu

(tanwu) = 7c07:2 -

(eu)/ — u/eu

(a*) = u’a;“ Ina (a€RT\{1})
(Inu) = %

(log, w)' = —— (s € RF\{1})

Limites notaveis
lim<1+7> =e (neN)
n

. sinz
lim =1
z—0 2
et =1
lim =1
x—0 €T
. Inx
lim — =
rx—+oo
x
li — = R
IJTOO xP oo (p € )
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1.1 1.2
P2001/2002 | PMC2015

1.1. A tabela de distribuigao de probabilidade de uma varidvel aleatoria X é a que se segue

; 1] 2 415
1 1 1 1
PX=m) |5 5 %1313

Em qual das opgoes estd o valor de k7?7

—
=
=

U] = = N
= O‘@

10
1.2. Um ponto P desloca-se numa reta numérica durante um intervalo de tempo I, de tal forma que a

respetiva abcissa é dada por xz(t) = 2 cos (%t + %), comtel

Em qual das opgoes estd a frequéncia deste oscilador?

2. Considera duas caixas, A e B. Na caixa A estdo quatro bolas pretas e seis bolas brancas, e na caixa B

estao cinco bolas pretas e sete bolas brancas

Cai A Caixa B
aixa

Considera a experiéncia que consiste em retirar duas bolas da caixa A e coloca-las na caixa B e, seguida-
mente, retirar, sucessivamente e sem reposicao, duas bolas da caixa B e observar a sua cor

Sejam X e Y os acontecimentos:

X : 7as bolas retiradas da caixa A sdo da mesma cor”
Y : 7as bolas retiradas da caixa B tém cores diferentes”

Qual é o valor de P(Y | X)?

43
91
48
91
12
49
25
49
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3. No referencial ortonormado Oxyz, da figura 1 estd representado um cubo [ABCDEFGH] e um octaedro
[TPQRSU]

Sabe-se que:
e a origem O do referencial situa-se no centro do cubo
e PQ,R,S,T,U, sao centros das faces do cubo

e os pontos P e R pertencem ao eixo Ox ; os pontos @) e
S pertencem ao eixo Oy ; os pontos U e T pertencem
ao eixo Oz ;

e a drea da superficie do cubo é 96 u.a.

e uma equagao vetorial da reta SU é
(39;2) = (0;=2;0) + k(0; —4; —4),k € R

Figura 1

3.1. Considera todos os conjuntos que sao constituidos por cinco dos catorze pontos assinalados no sélido.
Quantos destes conjuntos sao constituidos apenas por vértices do cubo ou vértices do octaedro?

3.2. Pretende-se numerar as faces do octaedro com niimeros iguais ao do conjunto X = {1;2; 3;4; 5;6; 7; 8; 9},
de modo que em cada face fique apenas um ntmero, nao haja faces numeradas com o mesmo ntmero
e que na piramide [PQRST] (ou na piramide [PQRSU]) s6 sejam utilizados niimeros pares e na outra
pirdmide [PQRSU] (ou na piramide [PQRST]) s6 sejam utilizados ntimeros impares. De quantas
maneiras se podem numerar as faces do octaedro?

3.3. Escreve a equagao do plano perpendicular a reta SU e que contém o ponto @

8
4. No desenvolvimento de <x + > , com x # 0, h4 um termo da forma ax?
x

Determina o valor de a

5. Na figura 2 estao representados em referencial ortonormado zOy:

y
B
e uma circunferéncia de raio 3
e o raio [OA] da circunferéncia O*{” c 'z
e um paralelogramo [ABCO]
Figura 2

Sabe-se que:

e 0 ponto C' pertence ao eixo Oz e tem abcissa simétrica da abcissa do ponto A

e 0s pontos B e C' acompanham o movimento do ponto A

Tal como a figura sugere, o ponto A pertence ao segundo quadrante, o ponto B pertence ao eixo Oy, e
tem a mesma ordenada do ponto A, e o dngulo de amplitude = assinalado na figura, tem por lado origem

o semieixo positivo Ox e lado extremidade a semirreta OA,com x € } 5; w[

9
5.1. Mostra que a drea do paralelogramo [ABCO], é dada, em fungdo de z, por f(z) = —= sin(2z), com
T e ] g; 7T[
VT

5.2. Para um certo valor de z € ] g; T [, sabe-se que tan(z) = — 5
Determina o valor exato da drea do paralelogramo [ABCO], para esse valor de x

5.3. Determina o valor de z € } g; m [, para o qual a drea do paralelogramo [ABCO] é mixima
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6. Na figura 3 estdo representados, num plano munido de um referencial ortonormado zOy, os gréficos das
fungoes f, de dominio [—2;2] e g, de dominio [—1;1], definidas, respetivamente, por f(z) = 2% — 4 e

g(z) =Vz2 +3.

g

A |

Sabe-se que A é ponto do grafico de g e tem abcissa —1 E
1

1

Considera a fungao d que associa a cada x a distancia entre o ponto A
e o ponto P do grafico de f de abcissa x

Recorrendo as potencialidades da calculadora grafica, determina as @)
abcissas dos pontos do grafico de f que distam quatro unidades do ponto
A. Apresenta os valores arredondados as centésimas

Figura 3

7. Em C, conjunto dos ntimeros complexos, considera os ntimeros complexos, z1 = 2 + 2i e 29 = 2i

Considera a condigao |z + zo| = |z — @22 A |z + 21| < 2
No plano complexo, esta condicao representa um segmento de reta

Em qual das opgoes pode estar o conjunto de pontos definido pela condigao dada?

(4) (B)
I,(z) I (2)
O R.(2)
o R.(2)
Figura 4 Figura 5
(@) (D)
I (2) In(2)
o R.(2)
o R.(2)
Figura 6 Figura 7

FIM DO CADERNO 1
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1.

2.

3.
3.1
3.2
3.2

4.

5.
5.1
5.2
5.3

6.

7.

COTACOES

................................................................. 5 pontos

................................................................. 5 pontos

................................................................. 5 pontos
................................................................. 10 pontos
................................................................. 5 pontos
................................................................. 10 pontos
................................................................. 10 pontos
................................................................. 15 pontos
................................................................. 15 pontos
................................................................. 15 pontos

................................................................. 5 pontos

100 pontos
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PAGINA EM BRANCO
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Caderno 2

e Duracao: 75 minutos + 15 minutos de tolerancia

e Neste Caderno nao é permitida a utilizacao de calculadora

8.1 8.2
P2001/2002 | PMC2015

8.1. Seja X uma variavel aleatoria com distribuicao normal de valor médio 6
Sabe-se que P(6 < X < 10) =04

Qual é o valor de P(X < 2)?

(A) 0.1
(B) 0.2
(C) 0.3
(D) 0.4

8.2. Na figura 8 estd representada a funcao f, definida por f(z) = % + arcsin (g)

Sabe-se que:

e o dominio de f é Dy = [a; D]

¢ o contradominio de f é D', = [¢; d]

Os valores de a, b, ¢ e d, s@o, respetivamente

(A) 22 -1, 2%

4’ 4 : 3
a: o) b X
11 7 3« / ,,,,,,,,,,,,,, c

(B) Y §§ VR

(@) ~LL-%i g
Figura 8

T

D) —2;2;, ——; =

( ) y 4y 6’ 3

9. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considera os nimeros complexos,

21 =—143%% e 29 = V2 cos <8Zr> + v/2isin <3;>

21 + 29

9.1. Mostra que o niimero complexo é um imagindrio puro, e e escreve-o na forma trigonométrica

+ 21

9.2. Resolve, em C, a equacdo z* — Z32 = 0
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10. Sejam a e b dois nimeros naturais

Seja 1 a 15 b---b 15 a 1 parte de uma linha do Tridangulo de Pascal

Qual é o valor de b?
(A) 1
(B) 2
(C) 2
(D) 2

11. Na figura 9 encontra-se parte da representacio grafica da funcao f, definida em R, por f(z) = e *t2 4+ 1
e uma reta r tangente ao grafico da fungao no ponto A de abcissa 2
Yy

Sabe- : \
abe-se que N

e o ponto B é o ponto de intersecao da reta r com o eixo

Oy

e o ponto C' é o ponto de interse¢do da reta r com o eixo f

Ox
O 2 @\ x
7

Em qual das opcOes esta, em graus, a inclinacao da reta r7

(A) 145° (B) 120° (C) 150° (D) 135°

Figura 9

12. Considera a funcao g, real de varidvel real, definida em | — co; —2[U] — 2; +o0], e diferencidvel em todos os
pontos do seu dominio
Na figura 10 estao representados, em referencial ortonormado xQy, parte do grafico da fungao g e de trés
retasr, s et

Sabe-se que:

e as retas s e r, sdo, respetivamente, a assintota vertical e a

assintota nao vertical ao grafico da fungao g Y
St
e lim g(z)=4cce lim g(z)=—00
r——2" r——2+ ’
. 13 PR
'mﬂrfm{g(x)uxw}—o AT
13 A
li —x——|=0 |
* ot [g(m) s 4] S
e areta t é tangente ao grafico da fun¢ao no ponto de abcissa ‘ :
-1 s
xe® + x%e” 8 . ,
12.1. Sabendo que hrr_l1 J@) ==~ o’ determina ¢’(—1) Figura 10

e o declive da reta ¢

21 2 1
12.2. Mostra que lim z° In(z) . z7g(x) _1
T—r+00 €T 4
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13. Sejam a, b nimeros reais positivos tais que a 1 e b # 1
Sabe-se que log,(ab) = 4

a2

Determina o valor de log, (

14. Considera a fungao h, de dominio R, e diferencidvel em todos os pontos do seu dominio
Sabe-se que:

o h(0)=1e h(0) = —2

hz) —
Calcula o valor de lim w
z—0 e t2 — ge?

15. Na figura 11, esta representado, num referencial ortonormado xQy, parte do gréfico da funcao f, definida
x

24 ——— se <0
er” +e”
por f(z) = In(e?) se =0
2sin(—
_ 2sin(—x) cos(z) se 250

T

Sabe-se que:

e 0 ponto A pertence ao grafico de f e tem ‘/ /
>

abcissa m 0

e areta t é tangente ao grafico de f no ponto de
abcissa m

Figura 11
15.1. Mostra que a reta de equacao y = 2, é assintota ao grafico de f, quando x — —oo

15.2. Escreve a equagao reduzida da reta t, tangente ao gréafico de f no ponto de abcissa m

15.3. Justifica, analiticamente, que a func@o f é continua no ponto x =0

e _sin(z) se <0

16. Considera a fungéo g, real de varidvel real, definida por g(z) = 2
se x>0

n
Seja (vy,), a sucessdo definida por v, = (1 — n2> , que se sabe ser mondtona crescente, e seja (u,) a

sucessao definida por u, =1 — v,

Determina o valor de lim g(uy,)

FIM DO CADERNO 2
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COTACOES

8.
.................................................................................... 5 pontos

9.
0. e 10 pontos
02 10 pontos

10.
.................................................................................... 5 pontos

11.
.................................................................................... 5 pontos

12.
L2 T e 5 pontos
L2 2 e 5 pontos

13.
.................................................................................... 5 pontos

14.
.................................................................................... 5 pontos

15.
5 20 T PSP TSSO P PP PP TP UUPPPPPPPPPI 10 pontos
5 752U PP PP PO UUPPPPPPPPTO 10 pontos
15 7 SO PP PP PP URUPPPTRRPRt 15 pontos

16.
.................................................................................... 10 pontos

TOTAL ..coevvvninininennnns 100 pontos
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