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Tema Trigonometria e Geometria 

Conteúdos Trigonometria 

Ficha de trabalho                                                                                                                                                Enunciado 

Ex 01.  

Considere uma circunferência de centro 𝐶 com 6 dm de raio. Um ponto 𝑃 

encontra-se a 12 dm do centro da circunferência.  

Determine a amplitude, em graus, do ângulo formado pelas retas tangentes à 

circunferência que passam no ponto 𝑃. 

 

Expoente 11, Teste 1 2016/2017 

Ex 02.  

Na figura encontra-se representado o triângulo [𝐴𝐵𝐶].  

Sabe-se que:  
 

 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 3  

 𝐷𝐵̅̅ ̅̅ = 4 

 𝐴�̂�𝐷 = 41°   

 𝐷�̂�𝐶 = 76° 

Nos dois itens seguintes, apresente o resultado arredondado às décimas. 

Sempre que proceder a arredondamentos, conserve, no mínimo, três casas decimais. Determine: 

2.1. a área do triângulo [𝐴𝐵𝐶]; 

2.2. o comprimento de [𝐵𝐶].  

Expoente 11, Teste 1 2016/2017 

Ex 03.  

Seja 𝑓 a função real de variável real definida por 𝑓(𝑥) =
sin 𝑥−sin3 𝑥

cos4 𝑥+cos2 𝑥 sin2 𝑥
. 

 

3.1. Determine o domínio da função 𝑓. 

3.2. Mostre que 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 , ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓.   

3.3. Indique o contradomínio da função 𝑓. 

3.4. Mostre que 
𝑓2(−𝑥)𝑓(

5π

2
−𝑥)+𝑓(

7π

2
+𝑥)

𝑓(
3π

2
−𝑥)

+ 𝑓2(𝑥 − π) = 1, para todo o 𝑥 ∈  ℝ\ {𝑥 ∈ ℝ: 𝑥 =
π

2
+ 𝑘π, 𝑘 ∈ ℤ }. 

Expoente 11, Teste 1 2016/2017 
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Ex 04.  

Na figura está representada a circunferência trigonométrica e um pentágono 

[𝐴𝐵𝐶𝐷𝑂]. 

Sabe-se que: 
 

 os pontos 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 e 𝐸 pertencem à circunferência; 

 os segmentos de reta [𝐶𝐷]  e [𝐴𝐵] são perpendiculares ao segmento de 

reta [𝐵𝐶] e são paralelos ao eixo 𝑂𝑥; 

 o ponto 𝐸 é o ponto de interseção da circunferência com o semieixo 

positivo 𝑂𝑥. 
 

Seja α a amplitude do ângulo 𝐸𝑂𝐶 (α ∈ ]0,
π

2
[). 

 

4.1. Mostre que a área do pentágono [𝐴𝐵𝐶𝐷𝑂] é dada, em função de α, por 𝐴(α) = 3 sin α cos α. 

4.2. Suponha que α é tal que sin (
π

2
− α) =

1

3
. Determine o valor exato de 𝐴(α). 

4.3. Determine para que valores de α se tem 𝐴(α) = sin α (cos α + 1). 

Expoente 11, Teste 1 2016/2017 

Ex 05.  

Resolva, em [−π, π], a seguinte condição. 

cos 𝑥 <
√3

2
  ∧   sin 𝑥 > −

1

2
 

Expoente 11, Teste 1 2016/2017 

Ex 06.  

Considere o triângulo [𝐴𝐵𝐶] da figura. 

Sabe-se que:  

 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 12,2   

 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 6,7 

 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 10,8 

 𝐷 é o ponto médio de [𝐴𝐵]. 
 

Determine o comprimento do segmento de reta [𝐶𝐷].  

Apresente o resultado arredondado às décimas. Sempre que proceder a arredondamentos, conserve, no 

mínimo, três casas decimais. 

Expoente 11, Teste 2 2016/2017 
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Ex 07.  

Na figura encontram-se as representações gráficas 

de duas funções 𝑓 e 𝑔, de domínio [0, π], definidas 

por: 

  𝑓(𝑥) = 2 sin (𝑥 −
π

4
) − 1 

  𝑔(𝑥) = −2 cos  (2𝑥) − 1 
 

𝑃 e 𝑄 são os pontos de interseção dos 

gráficos de 𝑓 e de 𝑔. 

7.1. Determine os zeros da função 𝑔. 

7.2. Determine as abcissas dos pontos 𝑃 e 𝑄. 7 

7.3. Seja α ∈ ]
π

2
,

3π

4
[ tal que 𝑓 (α +

π

4
) =

1

2
. Determine o valor de 𝑔 (

α

2
).   

Expoente 11, Teste 2 2016/2017 

Ex 08.  

Na figura está representado um quadrado [𝐴𝐵𝐶𝐷], de lado 2.  

O ponto 𝑃 desloca-se sobre o lado [𝐶𝐷]. O ponto 𝑀 é o ponto médio de [𝐵𝐶]. 

Para cada posição do ponto 𝑃, seja 𝑥 a amplitude do ângulo 𝑃𝐴𝐷 (𝑥 ∈ [0,
π

4
]).  

 

8.1. Mostre que a área do triângulo [𝐴𝑀𝑃] é dada, em função de 𝑥, por 

𝑓(𝑥) = 2 − tan 𝑥. 

8.2. Seja α ∈ [0,
π

4
] tal que cos (

π

2
+ α) = −

1

3
. Determine o valor de 𝑓(α). 

8.3. Apresente o resultado com o denominador racionalizado. Determine o valor de 𝑥 para o qual a área do 

triângulo [𝐴𝑀𝑃] é igual à área do triângulo [𝐴𝐵𝑀].   

Expoente 11, Teste 3 2016/2017 

Ex 09.  

Considere a função 𝑓, de domínio [0, π[, definida por 𝑓(𝑥) =
sin2 𝑥

1+sin(
π

2
−𝒙)

+
cos2 𝑥

1+cos(
π

2
−𝒙)

− 2. 

18.1. Mostre que 𝑓(𝑥) = − sin 𝑥 − cos 𝑥. 

18.2. Seja α ∈ [0, π[ tal que arccos
2

7
= α. Determine 𝑓(α).  

Expoente 11, Teste 4 2016/2017 
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Ex 10.  

Na figura encontra-se representada a circunferência 

trigonométrica e um triângulo [𝐴𝐵𝑂]. 

O ponto 𝐴 pertence à circunferência e o ponto 𝐶 é o ponto de 

interseção da circunferência com o semieixo positivo 𝑂𝑥. A reta 

𝐴𝐵 é tangente à circunferência no ponto 𝐴. 

Seja α a amplitude do ângulo 𝐶𝑂𝐴 (α ∈ ]0,
π

2
[). 

 

10.1. Mostre que a área do triângulo [𝐴𝐵𝑂] é dada, em função de α, por 𝐴(α) =
1

2
 tan α. 

Expoente 11, Teste 5 2016/2017 

Ex 11.  

Determine, sob a forma de intervalo ou reunião de intervalos de números reais, os valores de k que verificam a 

condição: 

 22cos 2, 180 , 270    x k x  

Máximo 11, Teste 1 2016/2017 

Ex 12.  

As dimensões de um terreno com a forma de um triângulo [ABC] são 30AB 

m, 26BC  m e 14AC  m 

12.1. Mostre que 𝐵�̂�C = 60º. 

12.2. Determine a área do terreno. Apresente o resultado em metros 

quadrados com aproximação às unidades. 

Máximo 11, Teste 1 2016/2017 

Ex 13.  

Considere a função f, de domínio ℝ, definida por  
3π 2

3 2cos
2

x
f x

 
   

 
. 

13.1. Determine o contradomínio de f. 

13.2. Sabendo que 
2

tan
4

   e que 
3π

π ,
2


 

 
 

, determine  f  . 

13.3. Resolva a equação 𝑓(𝑥) = 2  para 𝑥 ∈ [0, 𝜋[ . 

Máximo 11, Teste 1 2016/2017 

Ex 14.  

Na figura ao lado estão representados, em referencial ortonormado Oxy: 

 a circunferência trigonométrica; 

 a reta r de equação 1x  ; 

 os pontos A e C de coordenadas  1, 0  e  0 , 1 , respetivamente; 

B
C

A

A
x

y r

B

C
D

O
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 o ponto B que se desloca na reta r sempre com ordenada positiva; 

 o ponto D tal que [OCDA] é um quadrado. 

Para cada posição do ponto B seja  a amplitude do ângulo AOB. 

Seja g a função que a cada valor de 
π

0 ,
2


 

 
 

 faz corresponder o perímetro do quadrilátero [OCDB]. 

14.1. Mostre que  
1 sin

3
cos

g






   . 

14.2. Determine o valor exato do perímetro do quadrilátero [OCDB] sabendo que 

14.2.1. sin 0,6   

14.2.2. sin cos   

Máximo 11, Teste 1 2016/2017 

Ex 15.  

Mostre que: 

 2 2 2 2 2 π
sin cos tan 2sin tan ,  π

2
           k  com 𝑘 ∈ ℝ 

Máximo 11, Teste 1 2016/2017 

Ex 16.  

Na figura está representada parte da circunferência trigonométrica.  

Sabe-se que:  

 os pontos A e C têm coordenadas  1, 0  e  0, 1 , respetivamente; 

 o ponto P desloca-se sobre o arco AC ; 

  as retas PB e CB são paralelas aos eixos Oy e Ox, respetivamente; 

 para cada posição do ponto P seja  a amplitude do ângulo AOP  0,
2


   

  
  

. 

16.1. Mostre que a área do trapézio  OPBC  é dada, em função de  , por  
1

cos sin cos
2

    A . 

16.2. Determine a medida da área do trapézio  OPBC  sabendo que 1 PB BC . 

Máximo 11, Teste 3 2016/2017 

Ex 17.  

Resolva no intervalo [0, 3π[ a seguinte equação: 

2sin sin
3 3

   
   

   

x x
 

Máximo 11, Teste 3  2016/2017 

 

 

 

P

A

B
C

O x

y
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Ex 18.  

Na figura está representado um pentágono regular [ABCDE] inscrito na 

circunferência de centro O. 

O pentágono tem de perímetro 20 m e P é o ponto de interseção das 

diagonais [BD] e [CE].  

Determina o perímetro do triângulo [BCP], em metros, arredondado às 

décimas. 

Na resolução deve ficar explicito a determinação: 

 da amplitude, em graus, do ângulo BPC;

 das medidas dos lados [BP] e [PC], em metros (valores exatos ou arredondadas às milésimas);

 do perímetro do triângulo [BCP].

Novo Espaço 11, Teste 1 2016/2017 

Ex 19.  

Na figura estão representados o círculo trigonométrico e um trapézio 

retângulo [APBC]. 

Sabe-se que: 

 T tem de coordenadas (1, 0);

 a reta TB é definida pela equação 1x  ;

 P é o ponto de interseção da reta OB com a circunferência 

trigonométrica;

 a amplitude, em radianos, do ângulo TOB é designada por  , 

com 0,
2


 

 
 

;

 os pontos A e C são, respetivamente, as projeções ortogonais de P e B sobre Oy.

19.1. Determina o valor exato de AC  se 
4

sin
5

  . 

19.2. Seja  A  a área do trapézio [APBC] em função de  .  

Mostra que:  
tan sin cos

2
A

  



  

19.3. Recorrendo ao resultado obtido em 2.2., mostra que, se 
6




 , então a área do trapézio é igual 
3

24
. 

Novo Espaço 11, Teste 1 2016/2017 

 

 

 

P

E

D

C

B

A

O

T

O

y

x

C B

A



P
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Ex 20.  

Determina os valores exatos de: 

 

20.1. 
11 7 11

sin 2cos tan
3 6 4

  
    20.2. 

39 17 45
cos sin 2tan

6 2 4

       
        
     

 

 
Novo Espaço 11, Teste 1 2016/2017 

Ex 21.  

Dado um ângulo  , sabe-se que 
2

sin
2 3


 

  
 

   e   0,  . Determina  tan   . 

Novo Espaço 11, Teste 1 2016/2017 

Ex 22.  

Considera a função f, real de variável real, definida por: 

 
 

   
 

3
1 2sin

2

x
f x  

22.1. Verifica que 
4

3
 é período da função. 

22.2. Determina os zeros da função pertencentes ao intervalo  0, 2 . 

22.3. Resolve a equação     2tan 2x f . 

Novo Espaço 11, Teste 2 2016/2017 

Ex 23.  

Considera a função f, real de variável real, definida por    2 2cosf x x . 

23.1. Determina o valor de  f , sabendo que 
 
  

 

3 3
cos

2 7
 e  

  
 
 

3
,

2 2
. 

23.2. Na figura, em referencial ortonormado Oxy, está representada a 

circunferência trigonométrica e um triângulo [ABP]. 

Sabe-se que: 

 [AP] é um diâmetro da circunferência;

 o ponto B tem coordenadas (1, 0);

 ˆBOP   e  
 

 
 
0,

2
.

a) Indica as coordenadas do ponto P se 



3

. 

b) Mostra que    
2

PB f . 

c) Pretende-se determinar o valor de  , arredondado às centésimas, de modo que 1,5AB . 

Recorre à calculadora gráfica para determinar o valor de  , percorrendo as seguintes etapas: 

B

A

y

x
O

P
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.  mostra que  2 2cosAB ; 

.  apresenta o gráfico ou gráficos obtidos na utilização da calculadora; 

.  assinala o ponto ou pontos relevantes para a resposta; 

.  apresenta a resposta. 

Novo Espaço 11, Teste 2 2016/2017 
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Ex 01.  

α = 60 

 

Ex 02. 

2.1. ≈ 13,8 u.a. 

2.2. ≈ 7,2 u.c.  

 

Ex 03.  

Seja 𝑓 a função real de variável real definida por 𝑓(𝑥) =
sin 𝑥−sin3 𝑥

cos4 𝑥+cos2 𝑥 sin2 𝑥
. 

3.1. 𝐷𝑓 = ℝ\ {𝑥 ∈ ℝ: 𝑥 =
π

2
+ 𝑘π, 𝑘 ∈ ℤ } 

3.3. 𝐷𝑓
′ = ]−1, 1[ 

 

Ex 04.  

4.2.  𝐴(α) =
2√2

3
 

4.3.  α =
π

3
 

 

Ex 05.  

C.S. = [−π, −
5π

6
[ ∪ ]

π

6
, π]. 

 

Ex 06.  

𝐶𝐷̅̅ ̅̅ ≈ 6,6 

 

Ex 07.  

7.1. 
π

3
 e 

2π

3
. 

7.2.  𝑥 =
𝜋

4
 ou 𝑥 =

7𝜋

12
,são, respetivamente, as abcissas dos pontos 𝑃 e 𝑄. 

7.3.  𝑔 (
α

2
) =

√7

2
− 1 

 

Ex 08.  

8.2. 𝑓(α) = 2 −
√2

4
 

8.3.  𝑥 =
π

4
 

Ficha de trabalho                                                                                                                                            Solucionário                                                                                                                                           
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Ex 09.  

9.2. Seja 𝑓(α) = −
3√5

7
−

2

7
 

 

Ex 11.  

2 , 0 0 , 2k       
   

 

 

Ex 12.  

12.2. aproximadamente igual a 
2182 m . 

 

Ex 13.  

13.1.  1 , 5fD   

13.2. 𝑓(𝜃) =
11

3
 

13.3. 
π 5π

,
6 6

S
 

  
 

 

 

Ex 14. 

14.2.1. 5 

14.2.2. 4 + √2 

 

Ex 16. 

16.2. 
2√2−1

4
 

 

Ex 17. 

3
0,  

2
S

 
  
 

 

 

Ex 18.  

10,5 cm 

 

Ex 19.  

19.1. 
4 4 20 12 8

3 5 15 15
AC


     

 

mailto:materica2020@gmail.com


DISCIPLINA: Matemática A          
ANO: 12º  
PROFESSORA: ERICA MARQUES         

Email: materica2020@gmail.com  
Site: materica.pt   Página 11 de 12 

Ex 20.  

20.1. 
√3

2
− 1 

20.2. 3 

 

Ex 21.  

−
√5

2
 

 

Ex 22.  

22.2. 
   5 13 17

, , ,
9 9 9 9

 

22.3. 
   

   
3 3

,
6 6

k k
x x k  

 

Ex 23.  

23.1.
14+4√10

7
 

23.2. 

a) 
 
  
 

1 3
,

2 2
P  

c) O triângulo [ABP] é retângulo em B pois está inscrito numa semicircunferência. 

Pelo Teorema de Pitágoras tem-se:    
2 2 22AB PB       

22
2 2cos 4AB    

    
2

2 2cos 4AB      2 2cosAB  

Na calculadora consideram-se as funções    1 2 2cosy x    e   2 1,5y . 

Atendendo a que 
 

 
 
0,

2
, define-se uma janela adequada como a que se exemplifica a seguir, 

visualizando-se os gráficos. 
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Determina-se o ponto de interseção dos gráficos obtidos. 

 1,45  
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