Prova-modelo de Exame « maio/2019

Proposta de resolucao

Caderno 1
1. (Q)
. . sena __  sen30°
De acordo com a lei dos senos, tem-se: 3 = 2v10
. 2 1 2 1 2 1
Poroutrolado, tem-se: 1+tga= - & 1+3" = 5 &cos"a=+; &
o senfa=1— -+ < sena=-2> Como sena >0,vem sen o = —>
10 10 ’ 710
3 1 2,/10 x —3
Vie & . _ Vo _ 6 _
Portanto, 56— 2um dondevem: BC = T =TI 12

2.1 De acordo com o enunciado, uma equagao vetorial da reta r é:
(z,y,2) = (5, —4,2) + k(- 1,3,2), k€R

F éopontodareta r cujacota é —2.Tem-se: —2=24+2ks k= —2
Assim, as coordenadas do ponto F' sdo (5, —4,2) —2(—1,3,2) = (7, — 10, — 2)
G éopontodareta r cujacota é 4. Tem-se: 4 =2+2k<s k=1

Assim, as coordenadas do ponto G sdo: (5, —4,2)+(—1,3,2) = (4, — 1,4)

Seja o a amplitude do angulo FOG .

Tem-se: OF .0G = HOF H X HOGH X COS . <

< (77 _107 _2)'(47 - 174) = H(77 _107 _2) H X H(47 - 174)H X Cosa <

& 28410—8=+153 X v/33 X cosa & cosa = \/S(?E

Portanto, oo ~ 65°.

2.2 Aaltura da piramide é a cota do ponto E , ponto de intersec¢do do plano ADE comareta r.
Comecemos entdo por determinar as coordenadas do ponto E'.
Tem-se: (z,y,z) = (5, —4,2) + k(—1,3,2) & (z,y,2) = (5 — k, — 4+ 3k, 2 + 2k)
Como uma equagdo do plano ADE é 6x + 18y — 52 = 24, vem:
6(b—k)+18(—4+3k)—5(2+2k) =24«

&30 —-6k —T2+54k —10—- 10k =24 < 38k =76 & k=2
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2.3

Portanto, o ponto E tem coordenadas (5 —2, —4+3x 2,2+ 2 x 2),ouseja, (3,2,6).
A altura da piramide é, assim, igual a 6.

Por outro lado, o centro da base da piramide tem abcissa e ordenada iguais as do ponto E' .
Assim, o centro da base da piramide tem coordenadas (3,2,0) .

A distancia deste ponto ao ponto A é metade da diagonal da base.

Como o ponto A pertence ao eixo Oz, tem ordenada e cota iguais a zero.

Por outro lado, o ponto A pertence ao plano ADFE , pelo que as suas coordenadas verificam a
equacdo deste plano.

Tem-se, assim: 6z +18 x 0 -5 x0=24 < =4

Portanto, as coordenadas do ponto A sdo (4,0,0).

Logo, a distancia do centro da base ao ponto A é /(4 —3)2+ (0—2)2+ (0—0)2 = /5.
Assim, a diagonal da base é 2\/5.

Como um quadrado é um losango, a area da base pode ser obtida aplicando a férmula que da a area
de um losango (metade do produto das diagonais).

. A . /. 24/5 X 24/5 . (.
Portanto, a drea da base da piramide é igual a +‘/_ , OU seja, é igual a 10.

O volume da pirdmide é, assim, iguala %% =20.

Designemos por A’, B', C' e D’ os vértices da base superior do prisma, de tal modo que [AA'],
[BB'], [CC'] e [DD'] sejam as arestas laterais do prisma.

A experiéncia aleatdria consiste na escolha, ao acaso, de um vértice em cada base do prisma.
Assim, o nimero de casos possiveis desta experiénciaé 4 x 4 =16.

Destes dezasseis casos possiveis, sdo favordveis ao acontecimento «a reta definida pelos dois pontos
escolhidos é paralela ao plano « » as seguintes escolhas: A e A/, Be B, C e (C',De D, Ae
B, BeA,CeD, De (.

Ha, portanto, 8 casos favoraveis.

Assim, a probabilidade pedida é = = .

(D)
Comecemos por observar que «a Rita e o Pedro ndo fazerem simultaneamente parte do grupo
escolhido» é o contrdrio de «a Rita e o Pedro fazerem simultaneamente parte do grupo escolhido».

Assim, o niumero pedido é a diferenca entre o nimero total de comissdes e o nimero de comissdes
as quais pertencem a Rita e o Pedro.
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O numero total de comissdes é o nimero de maneiras de escolher seis dos trinta alunos da turma, ou
seja, é 3006 .

O numero de comissGes as quais pertencem a Rita e o Pedro é o nimero de maneiras de escolher
guatro dos restantes 28 alunos da turma, ou seja, é B0y

Assim, o numero pedido é *°Cs — 2Cy = 573 300 .

No universo das pessoas do sexo masculino presentes no baile, tem-se, de acordo com o enunciado:

SIES

dessas pessoas sdo alunos, ou seja, P(A) = +;
o 2 dessas pessoas vdo de gravata, ou seja, P(G) = 5 .

E também referido que % dos alunos vdo de gravata, ou seja, P(G|A) = % .

E pedida a probabilidade de ser escolhido um professor que vai de lago, ou seja, é pedida a seguinte
probabilidade: P(ANG)

Tem-se: P(ANG)=P(AUG)=1-P(AUG)=1-[P(A)+ P(G)—-P(ANG)| =
—1-P(A)~ P(Q)+ P(ANG) =1— P(A) — P(G) + P(A) x P(G|A) =

— 4 2
=l-5 -3+

[SIES

3 =2
X =

No instante da abertura do paraquedas, a distancia, em metros, do paraquedista ao solo é igual a
d(0).

Tem-se d(0) =930 — 0+ 24¢e° =954.
954

Ora, um terco desta distancia € - metros, ou seja, € 318 metros.

Ap0s ter percorrido 318 metros, o paraquedista estd a 954 — 318 metros do solo, ou seja, estd a 636
metros do solo.

Uma equagdo que traduz o problema é, portanto, d(t) = 636 .

y
Na figura ao lado estd representado o grafico da fun¢do d,
bem como a reta de equagdo y = 636 . 636
A abcissa, arredondada as unidades, do ponto de interse¢ao
destas duas linhas é 49.
Assim, a resposta ao problema é: 49 segundos. O] 49 t

(B)

Seja z=zx+ 1.

Como o afixo de z pertence a circunferéncia de centro na origem do referencial e raio \/§, tem-se
2] = /3.

Portanto, tem-se: w =3+ z +yi — (x — yi) = 3 + 2y

Assim: Re(w) x Im(w) =9 & 3x2y=9 & y=32
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Tem-se: Y uy =220 & “iin xm =220 & 2 x m =220 & m =22
k=1

u1—|—um:20<:>u1+uQ2:20<:>u1+u1+21r:20<:>2u1—|—21><(— %):20<:>
S2u—14=20< u; =17

17+(n—1)x(— %)= -2 (n—1)x (-

W

)= —220=n—1=330 < n=331

— 203 é o termo de ordem 331.

(B)

Tem-se: D:A+ﬁ:A+B—C}:A+(—C—B))

Notemos agora que o ponto E é o ponto médio do segmento de reta [AC] .
— —_—

Portanto, tem-se: AC =2 AFE =2(4,3) = (8,6)

Vem, ento: A =C + CA =C + <—A—C’>) =(7,10)+ (-8, —6)=(—1,4)

logo: D=A+(—CB)=(—1,4)+ (5, — 2) = (4,2)

Outro processo:
—_—
Tem-se: D=C+ CD
Notemos agora que o ponto E é o ponto médio do segmento de reta [AC] .
—_— —
Portanto, tem-se: AC =2 AE =2(4,3) = (8,6)
Vem, entdo: CD =CA+ AD= — AC+BC = —-AC+(—CB) =
:(_87 _6)+(57 _2): (_37 _8)
—
logo: D=C+ CD = (7,10)+ (-3, —8) = (4,2)
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10.

Caderno 2
(C)

Seja a aabcissa do ponto A; a é, portanto, o semieixo maior da elipse.
Designemos o semieixo menor por b e a semidistancia focal por c.
Como F' é o ponto médio do segmento de reta [OA], tem-se ¢ = - .
Vem, entdo:
a2:192+02<:>a2262+(%)2<:>62:a2—“T2<:>b2:3T“

T

A equacdo reduzida da elipse é a—j + v =1, ouseja, “; + yf =1.

b2 a

Como o ponto de coordenadas ( — 2, 3) pertence a elipse, tem-se:

3a

4

a

iﬂ i
4e'9 x |18 or ox
w= —2+ = — g4l xe 8
= — = = =
2+(\/§ei%) 24224
R 2_|_ 462% _ 4@2% _ 2+ 462%
pu— —_— 5 ; 5 pumm— _— — —9__ 0
2+2\/§(cos%+zsenf) 2+2\[( # 22) 2-2-2;
— _924 4@’%’r — _9_ 2@"% — _9_ 2(cos%4'risen%) _

21 7 7

ﬁ 1, .
= —2— M: —o- B9 (\/344) x

7

= —2+3i-1= —3+/3i=2/3¢%

Fotocopiadvel © Texto | MVT 12

2 4 8 e d 4121418 16 42-16.Comoa>0,vem a=4.



12.

13.1

Uma vez que apenas os numeros positivos tém logaritmo,
é necessdrioque \/3x >0 eque x—2>0.

Ora: \/§x>0 Nz—=2>0z2z>0As>21>2

Para z > 2, tem-se:
2
2Iog3(\/§x) > 3+ logs(z — 2) < logs [(\/gx) ] > logs(3%) +logs(z — 2) &

logs(3z?) > logs[27(z — 2)] & 322 >27(z —2) < 2> >9(z—2) & 22— 92+ 18>0

9+/81-4x1x18
2

Célculo auxiliar: 22— 92+ 18 =0z = Sr=3Vzr=6

Portanto: 22 — 9z + 18>0 2 <3Vzx >6

Tem-se: z >2A(x<3Vz>6)<zxe€]|2,3U[6, + oo

Assim, o conjunto dos numeros reais tais que 2logs <\/§x) >3+ logs(z —2) é:
12,3 U[6, + oo

(A)
De acordo com o enunciado, a fungdo f é continua.

Portanto, a fungdo f é continua, em particular, no ponto 0.
Logo, tem-se que: lim f(z) = lim f(x)
z—0~ z—0t

Ora:

e lim f(x) =sen0 X (1+c¢cos0)=0x2=0

z—0*t

g 2 L
. limf(;c):ﬁmw O iy €o=042e4e?) o 1200
z—0~ z—0~ z rz—0~ z z—0~ z
T . T . ekz_
:hm(ek—il—z—x):—2+hm5k—71:_2+hm k(k 1):
z—0~ r z—0~ z z—0~ T
— —2+klim <=L U2 o klim Sl — —24kx1—k—2
z—0~ y—0-

Tem-se, assim: lirglif(x) =lim f(z) & k—2=0k=2

z—0%t
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13.2 Uma vez que o dominio da fungdo é majorado, sé existird assintota obliqua ao grafico da fungdo f
quando z — — .
Note-se também que, como k£ > 0, tem-se que kz tende para — co quando z tende para — oo .

Vem, entdo:
m= lim & — lim €=1=2e=2’ _ iy ( —%—2—1):
z——00 T T——00 K T——00 z z r
=< - 2 1=0 _0-0-1=0-0-0-1= -1
+o0o + o0 —00 “+o00

b=Ilim [f(z) — mz] =lim [f(z)+ z] = lim (w +x) =

r——00 r——00 r——00
= lim < ebr1-2z—z 4 2 ) = lim (ek1—1—2z) = lim (e’” _ 1 2) _
T—r—00 z T—>—00 K T—>—00 z &
- 0 _0g_9— _
=-—=-0-2=-2
Assim, a equacdo reduzida da assintota obliqua é: y= —xz —2

13.3 Nointervalo ]0, 37”] ,tem-se:  f'(z) = [senz (1 + cosz)]’ =

=cosz(l+cosx) +senx ( —senx) = cosx + cos’x — sen’x = cosx + cos(2x)

f'(x) =0 < cosz + cos(2z) =0

Em R, tem-se: cosz + cos(2z) = 0 < cos(2z) = — cosz < cos(2z) = cos(m — z) <
S2r=nm—x+2kr V2xr=—n+z+2kr, kel &

S3r=n+4+2kr V= —n+2kn, kEZ <:>x=§+2kT” Vo= —n+2km kel

Y3

Em ]0, 37”] , as solugdes da equagdo f'(z) =0 sdo & e .

Tem-se o seguinte quadro:

z |0
f! +

f | M, T v
s 37r]

Portanto, a fungdo é crescente em ]O, %] e é decrescente em [7 y 5|

O e
|
o
|
|

A fungdo tem um maximo relativo para z = - e um minimo relativo para r = 37” .

Tem-se:f(l):sen%x(lecos%):ix(l—k ) #x%:%ﬁ

2
F(3R) =sen 3 x (1+cos3-) = —1x(1+0) =
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14.

15.

(D)

Tem-se: g'(z) = (Inz)* +z x 2 x Inz X 1= (Inz)* +2Inz
Portanto: /(L) = (In(L))*+2In (L) = (- 1)2+2x (1) = —1
Logo, areta r tem equagdo reduzidadaforma y= —z +5b.
Como g(L) =L x (In(L))’=2,vem: L= _—Libeb=2

Tal como se mostra nas figuras abaixo, tem-se:
ese 0 < a<3,aareadaregidosombreada é a drea de um triangulo;

ese 3<a<7,aareadaregidosombreada é a soma da area de um triangulo com a drea de um
paralelogramo.

-~ V'S

y R y R

Tendo em vista o calculo da area do tridngulo [QUV] , para cada a pertencente ao intervalo
10, 3] , comecemos por determinar as equagdes reduzidas das retas QP e QR .

—
Tem-se PQ=Q—P=1(0,3)—(3,0) =(—3,3), peloqueareta QP temdeclive —1.

Como a ordenada na origem desta reta é igual a 3, tem-se que a equagdo reduzida da reta QP é
y= —x+3.

Areta QR é perpendicular areta QP , pelo que tem declive 1. Como a ordenada na origem da
reta QR também é igual a 3, tem-se que a equagdo reduzida destaretaé y=xz+ 3.

Assim, para cada a pertencente ao intervalo ]0, 3], tem-se:
UV=a+3—-(—a+3)=a+3+a—3=2a
A drea do tridngulo [QU V] é, portanto, 22%% = g2 .

2

Para a = 3, obtemos a drea do tridngulo [PQT]: 3> =9

Fotocopiadvel © Texto | MVT 12



Determinemos agora a drea do paralelogramo [PTMN] .

A base é PT .Como o ponto T pertence a reta QR , cuja equagdo reduzida é y =z + 3,
tem-se PT=3+3=6.

Para cada a pertencente ao intervalo |3, 7], a altura do paralelogramo é a — 3.
Assim, a area do paralelogramo é 6(a — 3) = 6a — 18.

Portanto, paracada a pertencente ao intervalo |3, 7], a drea da regido sombreada é
946a —18=6a—9.

a? se 0<a<3

Logo, f é afungdo de dominio ]0,7] definida por: f(a) = {Ga L9 wB3<aq<T
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