Resolucao da Prova Modelo 2 do Grupo Recursos para Matematica (Facebook)

1. Se temos 8 termos no desenvolvimento entdo n ="7.

Todos os termos do desenvolvimento de (a +b)" tém a Xy = 4V6+0 =2V2
seguinte forma: 0 i /3
+
M= = 3v2
"Cpa" P b
0+2v2

o= U225

Logo, neste caso, ficamos com: 2

7- _b\?P _ _
Cr_p (%) P (ek b) =7Cpa% 3p okp=bp
Como sabemos que um dos termos é 70V e6* x x? entéo

21-3p=9op=4

Substituindo na expresséo anterior:

7CMe4k_4b =170V/eb% xxg

& 35etk—tb =703k

e4kf4b 9
RO
o et =2
& k-4b =In2

M|2v2,3Vv2,V2

© k =ln2+4b ( v2, \/_’\/_)
o k =1n2+In (945) Como sabemos que r tem a mesma dire¢édo da reta CG e
- b n (2e 4b) a face [OCGD] esté no plano yOz, podemos determinar

um vector diretor de r, chamemos-lhe %, rapidamente:

Opcao: | A
e 0C = (0,6v2,2v4)

logo
2.1 Como sabemos que o ponto A tem coordenadas

(4\/3,0,0) entdo OA = 4\/(?. Sendo [ABCODEFG| um el (0’ —2\/6,6\/5)
cubo entdo sabemos também que todas as arestas tém

o mesmo comprimento, e por conseguinte, OC =4v/6. e podemos determinar um vetor colinear com este mul-

. . 1
Considerando o plano yOz temos: tiplicando todas as coordenadas por ——, ficando:

. 22

7= % (0,—2\/5,6\/5) - (o,—\/§,3)

Entao uma equacéo da reta r pode ser a apresentada.

s

00
o Py

cP — 1
sin30°= — & CP=4V6x - < CP =2V6
46 2
OP V3
€0s30°= — ©OP =4V6x — <
o 46 2

OP =2V/18 < OP =62

Assim sendo, C (0,6v/2,2V86).
Agora, com os pontos A e C, podemos determinar as

coordenadas do ponto M (xps, ¥ar,2Mm), uma vez que € o
ponto médio do [AC].
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2.2 Seja Q (xq,¥q,2q)-

Sendo paralelo a xOy, a equagdo do plano BQC é
z =26, logo, 2= 2v6

Recorrendo a equacdo da reta apresentada na alinea
anterior,

V6

2V6=vV6+3k o k= 3

e, portanto:

6
xQ:2\/6+‘/?—x0=2\/€

yQ=3\/§+§X(—\/§)=2\/§

O que permite concluir que Q (2v/6,2v2).

. Considerando o primeiro ponto do enunciado, temos
duas situagoes distintas que é importante considerar.

A primeira em que ainda temos um nimero cujo alga-
rismo das dezenas é o 1:

1 7,9

1 2

e a segunda em que ja ndo temos o 1 como algarismo
das dezenas:

2,3,4, 1,3,5,
.9 7,9
8 5

Para o segundo ponto do enunciado, temos de te ter
em conta que a palavra “matematica” tem 6 letras dis-
tintas e que uma e s6 uma delas tem de aparecer na
combinacéo, sendo um dos espacgos ocupado por ela
enquanto que no outro apenas podem aparecer as res-
tantes letras (20):

>

Q

=
restantes

No terceiro ponto do enunciado apenas é pedido que
o primeiro digito seja um ndmero primo, nada sendo
imposto no segundo, temos:

2,3,
5,7 todos
4 10

A solugéo sera:

4x10x6x20x2x(1x2+8x5)=403200

Opcéo:
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4.

4.1 Sejam:

A: «Abola é preta.»
B: «A bola estda numerada com um numero par.»

Do enunciado sai que:

e P(A)=0,625
3
e P(BIA)=—
(BlA) 5
— 1
. P(A‘B):g
Queremos saber o valor de P (E)
Como
P(BNA)
PBIA) = ——
(BlA) PA)
temos
3 _P(BnA)
5 0625
ch0,625:P(BmA)
3
o 3 =P(BnNA)

Sabemos também que:

—1) . P(AnB)
P(A|B)_1 PAIB)=1-—
portanto:
3
1 _,_ 3
3 P(B)
3
©P(B)=%
3
9
P(B)= —
<P (B) 16

Assim sendo:

P (E) _1-2 _4375%
16
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4.2 De acordo com a definicdo de X e Y feita no enunciado, 5. Vamos considerar o seguinte:
P(Y|X) é a probabilidade de as bolas com a mesma cor
serem extraidas consecutivamente sabendo que isso Y,

acontece com as bolas brancas. Assim, apenas temos
de considerar o que acontece com as pretas (a falta de
um valor concreto para o seu nimero vamos considerar P

n) e com a azul mas também com o posicionamento dos f
trés grupos de cores presentes na extracéo.

Podemos visualizar uma das situag¢des que queremos
que aconteca (casos favoraveis):

SISCISES e ¢

ol A x

Claro que os grupos podem trocar de posic¢do entre si e,

: | i 4 A=
por isso, o nlimero de casos favordveis é: 3! = 6. A drea do triangulo [OPQ], pode definir-se como a dife-

No entanto, podemos ter um caso assim: renga entre as dreas dos triangulos [0AP] e [0AQ)].

Assim, queremos saber para que a se tem:

sin(a —3)
|_0]OlGI0le]e] o “\Ba-az axcosa
- =0,4
2 2
~~ N——r
A A
[OAP] [OAQ]
Para contarmos todas as situagdes possiveis vamos con- ou, se quisermos:
siderar que temos n bolas pretas, 1 bola azul e 1 grupo
de bolas brancas que estara sempre junto, o que perfaz a |sin(a-3)
— X |—————+2—cosa|=0,4
um total de n + 2 elementos/espagos. Vamos comecar 2 3a —a?
por colocar todas as bolas pretas - n - nos n + 2 espagos: y
A
nize (2! (n+2)(n+1) .
"Talm+2-n) 2
Isto tera de ser multiplicado pelas trocas entre a bola
azul e o grupo de bolas brancas, assim: =
‘ 0,88 x E;
+2)(n+1 ’
%>@:(n+2)(n+l) ?

Assim,depois de fazermos a representacdo na calcula-
~ x sin(x—3)
=35 X |

dora das fungdes y = 5 ‘ o
conseguimos verificar que se intersetam quando

x = 0,88, ou seja, a = 0,88.

+2—cosx‘ ey=04,

Assim sendo:

6 _ 1
(n+2)(n+1) S22
o 132 =n?+3n+2
2 —
< n®+3n-130 =0 > Usando a férmula
resolvente

on=10|vn=-13¢N

Temos 10 +5+1 =16 bolas dentro da caixa.
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6. Sabendo que (u,) é progressdo aritmética, podemos
escrever ja que:

up,=up+n-~kr

Up —Up

S = 2 x(n—k+1)

A partir daqui e com a informacéo que nos é dada no
segundo ponto do enunciado, temos:

ugtugt...+tu =35 > Usando a formula in-

uztuig «(12-3+1) =35 dicada anteriormente
> Considere-se r1 a ra-

©u7—4r1+u8 +4rq zdo da p.a. (up)

2 x10=35
o (ur—4ri+ug+4ri)x5=35
= u7+us =17
o usg =T7T—-uy

Sendo assim, usando o primeiro ponto do enunciado:

ug—1  =(up)?

& T—ur—1 =(uy)?

o7 +u7—-7=0 ) Usando a féormula
92 ¥ resolvente.

S ur=-3 Vur=

Vamos analisar cada um destes valores de u7:

i) Se u7 = -3 entdo ug =7+ 3 =10 e, consequente-
mente, o valor de r1 =rg—r7 = 13. Podemos, com
isto, determinar o valor de ug = 10+ 13 = 23.

Sendo u7 e ug os dois primeiros termos de (v,),
progressdo geométrica, a sua razéo pode calcular-
se a partir da divisdo destes termos que, como tém
sinais contrarios, sera negativa e impossibilita a
monotonia da sucesséo (vy,).

i) Se u7 =2 entdoug=7-2=5 e arazio éry=3.
Assim sendo, ug =5+ 3 = 8. Pelo facto de (v,) ser
decrescente conseguimos dizer que vi =ug =8 e
que vg = u7 = 2. A razéo desta progresséo geomé-
trica é

=272,

| o
| =

ro =
Como (v,) é uma progressio geométrica,
k

vp=vp X1’

O que, substituindo adequadamente, fica:

v, = 8x (2—2)n—1 — 93 x9~2n+2 _ 95-2n
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7. Temos:

T 137
A = — A = —
rg(z1) o1 rg(zo) 94

assim,

1837 n =&
A —Ar =——— ==
rg(zg) g(z1) o1 24-39

Com isto podemos descartar as opgoes (A), (B) e (D):

¢ descartamos (A) pois nesse caso teriamos um qua-
drado e os afixos seriam vértices consecutivos con-
trariando o enunciado;

* descartamos (B) e (D) pois no caso de um hexa-
gono e de um decagono ndo encontramos vértices
que resultem da rotacio centrada na origem e

A T L.
angulo 3 de outro vértice.

Opcao:

8. Em primeiro lugar vamos simplificar os ntimeros 21 e
z9 presentes na expressao.

i34k +3+2i

2—1i
. 4\ —k .
i3 (14) +3+2i

21

—ix1+3+2i

2—-1i

3+1
= > Seguindo as regras da divisao de

21 =

Como i3=—ieit=1

2-1

. complexos escritos na forma algé-
3+1i .
= — brica.
2—1 x(2+1)

_(B+i)2+1i)
T (2-0)(2+1)
_6+3i+2i—-1 5+5i
2241 5

1+1

Im(z)

0| Re(2)

Passando agora z; para a forma trigonométrica:

lz1l=V12+12=v2

Seja & um argumento de z1, entéo

1
tanf = 1 AO € 1°Q.

Logo,
1
0 = tan~! (—) =2 i okmkeZ
1”1

e assim, podemos escolher & = 0, ficando 0 = %
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Concluimos, portanto, que

21 = VBei(3),

Analisemos agora o namero zo.

8 i
9 1
= cos (_n) + = x sin(—)
98 t Como % =—i
Y3 . T
:COS(;)—ISln(g) Ser?do que ‘
9 —sin(a) = +sin(7 + @)
= CoS (?) +1isin (71 + —) ¥ podemos escrever
97[) . (971)
=cos|— |+isin|—
8
= eil¥)
Agora,

mas, tendo em conta que:

9
o,
4 4

entdo, podemos simplificar para:
552 = oi-1)
Assim sendo,
AN\
(Zl)n (\/EGI(Z))
(27)

Para o nimero ser real positivo, o argumento tem de
ser da forma: 0+ 2k, k € Z.

_ V3o

ei(i%

Im(z),

Re(2)

Por isso

%n+%=0+2kﬂ,k€Z >COZocamos 0s mesmos
an+n=8kn kel
n+1=8k,keZ

n=8k-1,keZ

O menor valor de n obtém-se quando & = 1:

denominadores.
) Dividimos tudo por
7.

n=8-1="17.
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9. Manipulando a expressao da circunferéncia

x?—2x+y2—8y+13 =0
ox2-2x+1-1+y2-8y+42-42+13=0

o (x+1)2%+(y-4)2 =922

conseguimos determinar o seu centro (—1,4) e o raio
r=2.

Como BC é paralela ao eixo Ox e sabemos que os Angu-
los internos de um tridngulo equilatero tém 60° de am-
plitude, o declive - m - da reta AB é: m =tan60° = /3

: o 1 1 V3
O declive - m’ - da mediatrizé: m'=—— = —-—=—-—

m V3 3

Num tridngulo equilatero o incentro e o circuncentro
coincidem e, por isso, sabemos que a mediatriz contém
o centro da circunferéncia representada. Sendo assim:

3
y—4:—§(x+1)©3y—12=—\/§x+\/§
©3y+\/§x=12+\/§

Opcao:

+4
10. Comecamos por calcular o valor de lim n )

n-ln(m
n-ln(Z—i;) ln(fj(i—ig ]
(1+%)n
(1+%)n

zlne—2:1ne2:2’
e

Entéo o limite lim f (u,,) é equivalente a lilg f(x).
P 3

lim =lim

Observando o grafico, vemos que, & medida que o x
toma valores préoximos mas inferiores a 2, os valores de
f(x) tendem para +oo.

Y

Opcéo:
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11. Se queremos que a funcdo g seja continua no ponto
x = —2 entao queremos que

lim
x——2

glx) = xl@; gx)=g(-2)

Comecemos por resolver o limite onde n&o encontramos
oanemo b.

e**2 4 x4 1 (3)
x+2 B

24x+1-0
lim = f-2)=2
x—2- xe2- x—(=2)

Considerando que
f(x):ex+2 +x+1

f é derivavel no seu dominio e o limite é
igual a
fx)-f(=2)
x——2 x—(=2)
Podemos entéo concluir que este se re-
sume a f'(2).

Fla)=e"*24+1= fl(-2)=e0+1=2

Como o limite calculado tem de ser igual ao valor de
2(-2) entdo sabemos ja que a = 2 (descartamos as op-
¢oes (C) e (D)).

+ lim

x——2%

x+2 x—(-2)
r =b+h'(-2)=b+1

lim (b

x——2%

1n(x+3)) In(x+3)—0
P op —

Considerando que
h(x)=1n(x+3)

h é derivavel no seu dominio e o limite é

igual a
h(x)—h(-2)

x—-2 x—(=2)
Podemos entéo concluir que este se re-
sume a A/(2).

1

1
/ = S h(-2)= —— =
h(x)_x+3 h=2) -2+3

Também este limite tem de ser igual a 2 e, portanto,
b=1

Opcao:
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12. De sabermos que y = —3x + 2 é assintota do grafico de
g e que D, =R*, sabemos também que:

. xljgnw [g(x) —(-3x)]=2

Entéo:
(8(x)*+3g(x) .
Inx—g(x)  x—+oo

g(x)(g(x) + 3x)
Inx — g(x)

% (g(x) +3x)

xX—+00

= lim
X—+00

Inx g(x)

X X
-3
PR 2

lim €2 Tim 20— (C30)
X X—+00

xX—+00

. Inx
lim —
x—+00 x

. gx)
— lim =—=
Xx—+00 x

Limite notdvel =0 -3

Opcao:

13.
. f@W-fO@R),. [f®-fQ) x-1
Ry | (R RN
Y fO-f1) . x-1
=lim -lim
x—1 x—1 xﬂlx—\/y_c(x_'_\/;)
')
-1
(- lim EZ DL VE)
x—1 x“—x
:f’(l).hmm
x—1 (x—D)x
- £(1)-Tim 55 VE
x—1 X
Como
o Fl)=1+1)%e* 1t =4e?
4 hmx+ﬁ = ﬂ :2
x—1 X 1
temos:
=4e3.2
=8e3

Opcao: @
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13.2

O declive da reta tangente a funcdo para x = aé dado
por f'(a). Se queremos saber o declive maximo no inter-
valo ]—oo,—1] entdo queremos saber onde f’(x) atinge o
seu maximo nesse intervalo. Para isso vamos analisar
f/! ( x)

f//(x) — ((x + 1)2 er+l)’

— [(x+ 1)2)’e2x+1 +(x+ 1)2 (62x+1)’
=2(x+1)e2 1 1 2(x + 1)2 2041

=22+ (x + 1) (x +2)

Calculamos agora os seus zeros:
2e¥*  (x+1)(x+2)=0

o 2e2T1=0 vx+1=0vx+2=0
N———

Impossivel em R

ox=—-1vx=-2

X —00 -2 -1
2e2x+1 b b 45
x+1 - - - 0
x+2 - 0 +
f"(x) + 0 - 0
max.
/ I min.

Item extra:

Assim sendo, o declive maximo no intervalo pedido é
igual a f'(-2) ou seja:

F1(=2) = (=24 1)2e2(-2H1 = o3

In((x+1)?e?**1) —1>1n(3x2 + x) + 2x

Comecamos com a determinacio do dominio em que
esta desigualdade é valida:

D= {xE]R:(x+1)2e2x+1 >Ov3xz+x>0}
Para verificarmos a primeira condi¢io
(x+1)2%e®tl >0

basta que x # —1, ou seja, x € R\ {-1}.
Para a segunda, temos uma inequacido de segundo
grau:

3x2+x>0
Calculamos os zeros:
3x2+x=0
<xBx+1)=0

< ov L
x=0vx=—=
3

Fazemos o esboco da parabola:

N - x
3

Como queremos que seja positiva, ficamos com:

—00, — 3 U0, +oo[

Assim, o dominio onde vamos trabalhar é

1
—00,— =
3

D =]R\{—l}ﬂ(

ulo, +oo[)

= ]—oo,—%[u]o,mo[\{—l}

Entao, em D temos:

In((x+1)?e2*™1) —1>1n (3% + x) + 2x
oln((x+1)2e? ) >1In(3x% +x) +2x +1
<lIn((x+1)2e?**1) > 1n (352 + x) + In (e25*1)
<lIn((x+1)2e?*1) > 1In [(3x% +x) (e25+1)]

> e>1
o (x+1)?e?*1 > (322 +x) (e2*11)
o (x+1)2e? 1 — (322 +x) (e2*1) 20

o e2vtl [(x +1)2- (3x2 +x)] >0
>0VxeD

ox2+2x+1-8x2-x=0

o -2¢2+x+1=0

Mais uma vez temos uma inequacio de segundo grau,
cujos zeros podemos calcular usando a férmula resol-
vente e sdo: —% el

Desta vez a parabola esta voltada para baixo:

+
- /1 N - X
2
1
A solucdo é: Dn [—5,1]
4—([—’? o
-1 1.1 0 1 «x
273
Ou seja:
1
S=|-=,--|ul0,1].
-5 v
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14.

14.1 Para os casos em que o ponto néo pertence ao dominio,

a existéncia de limite da funcéo em @ apenas prevé que
lim g(x)= lim g(x)
x—a” x—at
Assim, neste caso, queremos verificar se:
lim g(x) = lim g(x)
x—0~ g x—0% g

. sinx(1-cosx) (3)

lim ———— =

x—0~ x3

sinx (1 —cosx)(1+cosx)
x3(1 + cosx)

= lim
x—0~

B sinx (1 - cos®x)

x—0-  x3(1+cosx) Pela formula funda-
mental da trigonome-
sinxsin®x tria.

=lim ————
x—0~ x°(1+cosx)

-\ %3  1+cosx
. sinx 3 .
= lim - lim ——
x—0" X x—0~ 1+cosx
. . 1
limite notédvel 2
=1
1 1
:1 ¢ —_—= —
2 2
2
2 (0-00) ex
lim (xex) =" lim T
x—0t x—0t =
x
2
. ex
=2 lim T
x—0% 2 Se x — 0% entdo
x 2 . 2
£ — 4oo. Seja y =%,
. ey y — +0o0
= lim —
y—’+00 y
—_——
limite
notavel=
+00

=2-4+00 =400

Com isto, concluimos que néo existe lin(l) g(x).
X

14.2 Vamos comegar por ver qual a expressido da fungao f
apresentada no enunciado.

flx) =23 g(x)

3sinx (1 - cosx)
x————— se —m1=x<0
x

3 2
x°-xex sex>0

sinx(l—cosx) se —m<x<0

x4'e

21N

sex>0

Para estudar a sua monotonia e existéncia de extremos
relativos vamos analisar f’.

Paraxe|-m,0[:
(sinx (1 —cosx)) =(sinx) (1 - cosx) + sinx (1 —cosx)’
=cosx(l—cosx)+sinx-sinx

2

=C0SX — COos 2

X+ sin“x

=cosx—cosZx+1—cos?x

=—2cos?x +cosx + 1
jé quando x € |0, +oo]:
2/ 2 2\/
(x4e§) =(x4) ex +x4(e§)

2 2 2
=4x3ex + x4 (——2e5)
x

2 2
=4x3ex —2x2e*

=22%% (2x— 1)
e, portanto:

, —2cos?x+cosx+1 se —m<x<0
fl(x)=

2 2 _
2x%ex (2x—1) sex>0

Vejamos agora para que valores f'(x) = 0.
Quando x € [—7,0[:

—2cos?x+cosx+1=0
Usando a férmula
1 resolvente.
<cosx=1Vcosx= ~3

¢>COS.’)C=O+2kT[Vx=7[—g+2k7[
b4
Vx:—n+§+2k7z,k eZ

2 2
@cosszanx:?n+2anx:——n +2kn, ke

De todas as solucdes, a que pertence ao intervalo onde

T
estamos a trabalhar é: — 3
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Se x € ]0,+o00:
9 2
2x%ex(2x—1)=0

2
X

o2x%ex=0v2x—-1=0

©2%2=0V er=0 v2x—1=0
N——

Impossivel
em R

@x:Oszé

Neste intervalo, temos de considerar a solucéo %

x| -7 —%” 0 % +00
T
/ ciiiess
1l - - 0 + [ - 0 o
225555
méx. 2555555
f . P BN 7
min. 150500 min.
Assim, podemos dizer que
. 1
* f é decrescente em |-71,—— | eem |0,—|.
3 2
, 21 1
® f écrescenteem |——,0| eem §,+oo .

* f tem um maximo relativo quando x = —.

2
* f tem minimos relativos quando x = — Y e quando

X =—.

2
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