Resolucao

Matematica A — 12° ano e Prova Modelo de Exame 13 « 2020

1. Como "C,5 = "Cse"Cs+ "Cs = "'Cs, vem que "Co + "C,s + " Cs = "Cs + ™' Cs = " Cs. Uma vez que "Cq é 0
termo central de uma linha do Triangulo de Pascal, tem-se que n+2 =12 & n = 10.

10
. 2 . .
O desenvolvimento (ax + a_x) é tal que cada um dos seus termos é dado por:

k
10 2\10-k [ 1 10 10-k [ 2\10-k _x —k 10 10-2k\ 2(10-k)-k 10 10-2k\ 20-3k
Ck ax Ix = Ck a X a x = Ck a X = Ck a X

10
10-2x6 Ce
= — Uma

O termo de grau 2 obtém-se para 20 — 3k = 2 & k = 6, e o coeficiente desse termo é dado por 10C6 a
a

. . 70
vez que, pelo enunciado, sabe-se que o termo de grau 2 tem coeficiente

37
10 10 +
Ce 70 [3x 10C, aer
?z?@azi —70 © 273

Resposta: (C)

vem:

2.1. O ponto A é o ponto da reta AB que pertence ao eixo Ox, pelo que as suas coordenadas sdo da forma (x4,0,0). As
coordenadas genéricas de um ponto da reta AB podem ser escritas como (x,y,z) = (-2 — k,6 + k,0), k € R. Ao ponto
A corresponde o valor de k talque 6 + k =0 A 0 = 0 & k = -6, vindo que a abcissa do ponto A é -2 — (-6) = 4.
Conclui-se que o ponto A € o ponto de coordenadas (4,0,0).

Como o ponto P é o ponto de intersecdo da reta AB com o plano B, as suas coordenadas respeitam as coordenadas
genéricas da reta AB e a equacao geral do plano 8, logo obtém-se:

3(-2-K)+4(6+k)+0=15e —6-3k+24+4k=15 k=-3 < k=-1

concluindo-se que o ponto P ¢ o ponto de coordenadas (-2 — (-3),6 — 3,0) = (1,3,0).

_— —>
Designando por 8 a amplitude do dngulo AOP, pode-se escrever cosf = %, tal que:
oA < [o7]
— —
e OA=A-0 = A=(40,0), vindo que ||0A|| =4
« OP=P-0 =P =(1,3,0), vindo que ||o_/3|| =\J12+32+02= V10
—_— —
e OA-OP =(4,0,0)-(1,3,0)=4
4 1 ~ . N N . . -1 1 o
~.cos = —— = —, pelo que aamplitude do angulo AOP, com arredondamento as unidades é,6 = cos ~ | — | = 72".
4/10 V10 V1o
2.2. O plano EFG é paralelo ao plano ABC e contém o ponto H, pelo que comecemos por determinar um vetor normal ao
plano ABC.

A reta AB esta contida no plano ABC, assim como, a titulo de exemplo, a reta AC. Sabe-se que a reta AB tem a direcdo
do vetor (-1,1,0) e a reta AC tem a direcdo do vetor A_C) =C-A=(1,1,1)-(4,0,0) = (-3,1,1). Designando por A um
vetor normal ao plano ABC, tal que_n) = (a,b,c), pode-se escrever:

5 =2

n-AB=0 (a,b,c)-(-1,1,0)0=0 —-a+b=0 a=b

R S S
7-AC=0 |(abc)-(-31,1)=0 -3a+b+c=0 c=2b

pelo que um vetor normal ao plano ABC é o vetor A(b,b,2b), b € R\{0}. Por exemplo, para b = 1, obtém-se 7(1,1,2).

Note que como EFG ¢é paralelo ao plano ABC, a direcio do vetor normal ao plano EFG é a mesma da de 7. Desta
forma, uma equacao geral do plano EFG é da forma x + y + 2z + d = 0. Uma vez que G esta contido em EFG, tem-se
3+3+2x%x2+d=0¢& d=-10,de onde se conclui que o plano EFG é definido pela equagdo x + y + 2z = 10.
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3. Note-se que o nimero de casos possiveis corresponde ao total de nimeros de sete algarismos que se podem formar. Logo, o
. L 6 . ~ . .
ndmero de casos possiveis € 9 x 10" (o algarismo O n3o pode ser o primeiro algarismo).

Como os nuimeros que sdo elementos de A contém um 2, um 3 e um 4, comecemos por dispor esses trés ndmeros nas
sete possiveis posicoes: 7C3. Como os numeros terdo de estar dispostos por ordem crescente ou decrescente, existem 2 x
7C3 formas de dispor esses trés nimeros nas condicdes do enunciado. Uma vez que nenhum dos algarismos dos nimeros
pertencentes a A é igual a O, e ndo existem quaisquer nimeros repetidos, os restantes 4 algarimos podem ser escolhidos de
6A4 formas diferentes. Logo, o nimero de casos favoraveis é 2 x 7C3 X 6A4.

2 X 7C3>< 6A4 7
9% 10° ~ 2500°

Pela Regra de Laplace obtém-se que a probabilidade pedida é p =

Resposta: (A)

4.1. Seja A o acontecimento "o livro escolhido é do 12° ano", e B o acontecimento "o livro escolhido é um manual". Do
— 2 —— 3
enunciado, vem que: P(A) = 3P(A), P(B|A) = e P(A|B) =30% = 10"

Pretende-se determinar P(B).

Comecando por notar que P(A) =3P(A) & 1 - P(A) =3P(A) & P(A)= > & P(A) = % tem-se:

L
4

P(B) = P(An B) + P(An B) = P(B|A) x P(A) + P(A) - P(An B)

= P(B|A) x P(A) + P(A) - P(A|B) x P(B)
2 3 1 3 3
R R R UL A TR I TR TS
1 3
=Z+EP(B)
1 3 1/4 5
de onde vem P(B) = i 1—0P(B) & P(B) = 71014

4.2. Dos 140 livros da estante do Professor, sabe-se que 140 x % = 105 desses sdo do 12° ano, e 140 — 105 = 35 livros sdo

do 10° ou 11° ano. Entre esses, sabe-se que dois em cada cinco sdo manuais, pelo que existem 42 manuais do 12° ano
e 105 — 42 = 63 livros de exercicios do 12° ano.

Como pelo menos 9 dos 10 livros doados deverdo ser do 12° ano e exatamente 5 desses mesmos deverao ser manuais
do 12° ano, existem duas possibilidades de escolher os livros:

e s3o0 doados 9 livros do 12° ano e 1 livro de um outro ano, sabendo que 5 desses 9 livros do 12° ano deverao ser
.42 63 35
manuais: Cgs X Cy X ~ Cy;

- . . - . 42 63
e sao doados 10 livros do 12° ano, sabendo que 5 desses 10 livros do 12° ano deverao ser manuais: ~Cs X Cs;

Desta forma, a escolha dos livros pode ser feita de 42C5 X 63C4 X 35C1 + 42C5 X 63C5 = 42C5 X (63C4 x 35+ 63C5).

5. Designe-se a reta tangente ao grafico de f no ponto P, ponto do grafico de f de abcissa a, por s. A reta s tem declive
1

m, = f'(a). Uma vez que a reta r é perpendicular a reta s, tem-se que o seu declive, m,, é tal que m, = -
S

Tem-se que:
f'(x) = (5 —x*e" 4 n X)' =(5) - [(x2)' (eomx) +x° (eO,le)’] +(Inx) = —2xe” %~ 0,01x% ™ + %

—2 0oQ
Sabe-se ainda que [OQ] é um lado de um quadrado cuja medida da area é 2 u.a. Logo, pode-se escrever OQ = 2 go

oQ = V2. Desta forma, como o ponto @ pertence ao eixo Ox, sabe-se que @ (—\/5,0) ou Q@ (\/50) Esse ponto @ é também a
intersecao da reta r com o eixo Ox.

© 2020 José Carlos Pereira, Nuno Miguel Guerreiro, Valter Carlos
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Aequacdodaretaréy =m.x+ b, talque y = —mix+b=)y= —%x+b. y
s a
Como passa em (a,f(a)), tem-se:
f(a) = -2 tbe b= f(a) + L, pelo que a reta r é definida pela equacio
f'(a) f'(a)
1 a

=———x+f —_—

TR T )

V2 a Fla)0 .
'SeQ(‘/_O)temsem"’f() m=0 S f(a)- fa)+a=-V2;
* SeQ(V2.0), tem-se —% +f(a) + ﬁ 0" & Fla)- Fla)+ 2= V3, o

e Equivalentemente as duas condicdes acima, pode-se optar por resolver
|f'(a) - f(a) + a| =
Na figura acima esta representado o gréfico de g(x) = |f'(x) - f(x) + x| = V2 em [ ] Recorrendo as capacidades graficas

da calculadora poderio determinar-se as solucées da equacéo g(x) = V2. Conclui-se entdo que existem dois pontos que sdo
solucao da equacdo acima. As abcissas desses mesmos sio os possiveis valores de a: a ~ 0,66 e a =~ 0,85 (representados na
figura como a; e ap, respetivamente).

Vn+1

2 2 2
. Umavezque v,;1 — v, =0& = =,Vn € N, tem-se que (v,,) € uma progressio geométrica de razio r = 3

3" Vo 3

2 2 9/2(1 Vo % 9/3
(=>(V2) §=§<=)V2 2/ =—=>V1—r=m=T.

em que se usou o facto de (v,,) ser uma sucessdo de termos positivos em (1).

Tem-se ainda:

N ©

9
V2XV3=§(=>V2X(V2XF)=

O termo geral de (v,) é v, = vy X r n_1=¥(§)

De forma a que ¥ seja um termo de (v,,) é necessario que exista um k € N tal que v, = % Ora:

83 98 (2\"t 8/ [2\! sgx4 2\t 2% [a\kt [0S

T

pelo que se conclui que 82—\/? ¢ o termo de ordem 6 de (v,,).

3 6

. Tem-se que |w| = (—2\/5)2 +22=V12+4 =16 = 4, e Arg(-2V3 + 2i) = g™ (L) = (—ﬁ) 2 5—7T em que se usou o

-2V3

facto do afixo de w pertencer ao 2° quadrante em (1).
Com auxilio da figura abaixo vao ser analisadas cada uma das afirmacdes:
—2 —2 —2 — — —2
¢ Note-se que o tridngulo [ABO] é retangulo em O, logo OA + OB = AB . Como |w| = OA = OB, tem-se que AB =

—2
4% + 4% = 32. Visto que a area do quadrado [ABCD] é dada por AB , conclui-se que a drea € 32 u.a. A afirmacio (A) é
verdadeira.

A A A 2 2 4
e Ae G sido afixos de duas raizes quintas de um mesmo nimero complexo. Como GOA = GOH + HOA = ?ﬂ + % = %
4 4
pode-se escrever que G € o afixo do nimero complexo wg, tal que wg| = |w| = 4 e Arg(wg) = Arg(w)— 57r 5%—% = %

Logo, wg = 4ei(%). A afirmacio (B) é verdadeira.
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Im(z) ,
o Tem-sequez’ —z'=0e 2z (z-1)=0e z=0vz=1 Como |w| = 4, w nio
é solucdo da equacao 2-z2'=0.A afirmac3o (C) é falsa. H B
¢ Note-se que o perimetro de [AHG F E] é dado por 5 X EF=5x (25) =10 EI A o
Como o tridngulo [EOI] é retangulo em I e EO = |w| = 4, pode-se escrever 5 %”
sen T. g = E, de onde vem EI = 4sen E. Desta forma, o perimetro de i G >
5 Fo 4 . 5 Re(z
[AHGFE] ¢ 40sen 5 23,5 u.a. A afirmacéo (D) é verdadeira. c

Resposta: (C)

. Comoi”=i16xi=1xi=i,e(w1)2=(1+\/§i)=(1+\/§i)(1+\/§i)=1+2\/§i+(\/§i)2=1+2\/§i—3=—2+2\/§i,tem-se:

_(m) 242030, (2+28i)a-1) =242+ 2V3i - 237
we T mwes g i+ V3= (1+7)(1-1) ~V3-i= 1212 V3~
=_2+2\/§;2i+2\/§i—\/§—i=—1+\/§+i+\/§i—\/§—i=—1+\/§i

[ 2 _ -
tal que |w| = \/(-1)> + (\/5) =V1+3=V4=2eArg(w) =tg ! (_—\/‘31)) =g (—\/5) g 2% em que se usou o facto do afixo
de w pertencer ao 2° quadrante em (1).

Considerando um nimero complexo z = a + bi, tem-se que Re(z + /) = Re(a + bi + i) = Re(a+ (b + 1)i) = a = Re(z), e ainda
quelm(z+i)=Im(a—bi+i)=Im(a+(1-b)i)=1-b=1-Im(z2).

Desta forma, pode-se escrever:

Re(z+i)<2AIm(z+i)20e=Re(z) <2 A 1-Im(z) 20 Re(z) <2 A lm(z) < 1.

E portanto:

0<Arg(z+2+2i)<Arg(w) A Re(z+i) <2 A Im(E+i)20<:>05Arg(z+2+2i)s2?7T A Re(z) =2 A Im(z) = 1.

O quadrilatero representado por esta condicdo esta esbocado na figura abaixo, na qual A é afixo de —2 — 2/.

N
I
N
T
&
Im(z)=-2 B
A A ~ 2 0w ~ ~ s n ED e \/§
ComoBAD=BAE+EAD(:)?=§+EAD(:)EAD=€,vemquetg€=ﬁ(:)ED=3x?=\/§.

AB+CD

A area do quadrilatero [ABCD] é dada por: ( >

Recursos para Matematica ¢ Sinal + ¢ Expoente Maximo e Matematica A — 122 ano 4

© 2020 José Carlos Pereira, Nuno Miguel Guerreiro, Valter Carlos



5 Prova Modelo de Exame 13 e 2020 Recursos para Matematica e Sinal + ¢ Expoente Maximo Matematica A — 122 ano

© 2020 José Carlos Pereira, Nuno Miguel Guerreiro, Valter Carlos

2

2
——— =lim— =limn=+o0 p [ q lir (— ) = —-00
m imn , pelo que h u .
] 1 n n

Desta forma, conclui-se que:

9.1. Tem-se que lim u,, = lim

2(1ala 4
limg (~u,) = lim f(x)= I D Ax+4 g i) l o lim g1 le A
m —Uu = m X) = m — = m — = m m - bl
£ M xs—00 X——00 x+1 Xx——00 x+1 x=-00 X+ 1 x->-00 X 2

(1) . —X 4 . —X
= — X +—+t— = — X Vi +04+0=-1%x1=-
>(lll_l X 1 1 Xll_l X 1 0 1 1 1

em que se usou o facto de \/; =|x| = =x,¥x <0em (1).
Resposta: (B)

9.2. Para x > —1 tem-se g(x) = 8° — 13 x 4% = 2> — 13 x 2**. Tem-se entfo:

1)

g(x)+9x2x+220(:)23X—13x2zx+9x2x+220(:)2X(22X—13x2x+9x22)20<(:)22X—13x2x+3620

e (2 -13x2"+3620
em que se usou o facto de 2° > 0, ¥x = —1 em (1).

Note-se que:

~(-13)£\(-13P-4x1x36 . 13:y% _ . 1345
S22 =—2 =

2x1 2 2
©2"=4v2" =9 x=log,4Vx=log,9 e x=2Vx=log,9

() -13x2"+36=0 2" =

Concluindo-se que g(x) +9x 22 > 0 & (2" -4)(2"-9)=0.

Através de uma tabela de sinal, obtém-se:

X -1 2 log, 9 +00
2" -4 - - 0 + + +
2 -9 - - - - 0 +
(2 - 4)(2" - 9) . . 0 - 0 ;

xX+2

Logo, o conjunto-solucdo da inequagdo g(x) +9x 2"~ 2 0é[-1,2]u[log, 9, +00l.

10. O ponto A(xa,ya) pertence a circunferéncia e ao eixo Oy, logo x4 = 0, e portanto:

0-1P+(ya-2 =5 (ya-2 =4 ys—2=22 ya =0V ys = 4, e como y4 > 0, tem-se que A(0,4).

e LT ., T . , ~
A reta s teminclinacao e pelo que o seu declive é m = tg i 1. Como passa em A, a sua ordenada na origem é 4, a equacao

reduzida que definearetaé y = x + 4.

A reta r é tangente a circunferéncia no ponto de coordenadas (3,1), logo tomando P(x,y) como um ponto da reta r, tem-se
—_—
BP - BC =0, em que C é o centro da circunferéncia de coordenadas (1,2).

— —
ComoBP=P-B=(xy)-(31)=(x-3,y-1),e BC=C-B=(1,2)-(3,1) = (-2,1), tem-se:
BP-BC=0e(x-3y-1)-(-21)=0& —2(x-3)+y-1=0& y = 2x = 5.

O ponto de intersecdo dasretas resétalque x +4 =2x -5 © x = 9, e a sua ordenada é 9 + 4 = 13. Logo, as coordenadas
de T séo (9,13).

Resposta: (D)



Prova Modelo de Exame 13 e 2020 Recursos para Matematica e Sinal + ¢ Expoente Maximo e Matematica A — 122 ano

1
11. Repareque xtgx =1 & tgx = X pelo que em cada intervalo da forma ]k,  + k[, k € Z (ver figura abaixo), a equaco
tem exatamente uma solucéo. Logo, em ] — 20, 207[, a equacio tem 40 solucdes.

y

1 solucdo em ] — ,0[ 1 solucdo em ]0, [

Resposta: (C)

12. A funcao f tem cinco zeros e é tal que o seu maximo absoluto tem valor menor que 1 e o seu minimo valor é —4.

Uma vez que a funcéo h definida por h(x) = In (g(x)) estd definida em [—4,4], tem-se que g(x) > 0, Vx € [—4,4].

Ya Yy
N \/\
| \/\ |
& O 1 4 :X O 1 :X
Esbocode y = f(x) + 4 Esbocode y = —f(x) +1
'yﬂ 1 Ay
N X
y = If(x)| -1 |9
1
. y="f(x+5)
o] 1 x
Esbogo de y = |f(x]| Esboco de y = f(x + 5)

Por observacao dos graficos acima conclui-se que, entre as op¢des dadas, apenas g(x) = —f(x) + 1 é uma expresséo analitica
valida de forma a que a funcdo h tenha dominio [—4,4].

Resposta: (B)

© 2020 José Carlos Pereira, Nuno Miguel Guerreiro, Valter Carlos



7 Prova Modelo de Exame 13 ¢ 2020

© 2020 José Carlos Pereira, Nuno Miguel Guerreiro, Valter Carlos

13.

13.1.

13.2.

13.3.

Recursos para Matematica e Sinal + ¢ Expoente Maximo Matematica A — 122 ano

Averiguemos a continuidade da fun¢do f no ponto de abcissa 0. De forma a que f seja continua nesse ponto deve
verificar-se Iin(} f(x) = f(0) = Iin(} f(x).
X— X

Note-se que lim f(x) = £(0) = sen>(0) — cos(0) = 0 — 1 = —1, e que:

x-0"
) . | . )
lim f(x) = lim X X~ lim % lim (xIn x), de tal forma que:
x-0* x-0* e2X -1 x-0* e2x -1 x-0*
1 2 1 1 1 1 1
e |im X == |im X (i)—x @—x—=—,emqueseusouofactodex—>0+=>2x—>0+em
X—>0+62X—1 2x—>0+e2x—]_ er_l 2 1 2
lim
2x-0t  2X
. . .oe'=-1
(1), e o limite notavel Img) =1lem(2).
u->!
. @ . 1 (I1\\w@w . Iny o 1
e lim (xInx) = lim (=In[=]|] = = lim —= = 0, em que se usou a mudanca de varidvel y = = de tal forma
x—=0* y—+00 y y—>+00 Y X
. . 1 - - )
que x - 0" = y — +00 em (3), a propriedade dos logaritmos In (?) = In (y 1) = —Iny em (4), e o limite notavel

lim '”T“ = 0em (5).

u—->+00
. . 1 . . 4 ,
Concluindo-se que I|m+ f(x) = = x0 =0, logo como -1 # 0, conclui-se que f ndo é continua em x = 0 e, consequente-
x=0

2
mente, ndo é continua no seu dominio.

A funcéo f ndo é continua em x = 0 pelo que ndo estdo asseguradas as condicdes necessarias para aplicacdo do Teorema
T . ~ ~ .
de Bolzano em }—E,e[. Conclui-se entdo que a afirmacio 1) é falsa.

Considerando cos x = cos2 (f) - sen2 (i), vem que 1 —cos x = sen2 (f) + cos2 (i) - [cos2 ()2—<) - sen2 ()2—<)] =2 sen2 (%)

2 2 2 2
f ’ 3 3 25en2(5)
. (x)+1 . sen®x—-cosx+1 . senx . 1l-—cosx . senx i 2
lim ———— = lim = lim + lim ——— ={ lim + lim ————
x—=0~ x3 x-0~ x3 x-0" x3 x-0~ X3 x-0" x-0~ x3
1 osen(3)) (1 sen(3 1 1 1 1
Y1+ 2x|2 lim X(2) x| lim X(2) xlim = Z142x2x1x2x1x = =1+(-00) =00
2 %—)O_ 5 >2—<—)O_ 5 x-0~ 2 2 0

- X . senu . X . o
em que se usou o limite notavel Iln?) — = l,eofactodex » 0 = 5 0" em (1), e novamente o mesmo limite
u—>

notavel em (2). Conclui-se entio que a afirmacao Il) é falsa.

A funcdo f admite uma assintota horizontal ao grafico de f se e s6 se o valor de lim f(x) for finito. Tem-se:

X—>+00
2
x“Inx
) IANLLEAS
. . x“Inx . x3 . Inx 1 (3) 1
lim f(x)= lim > = lim > = lim - X > 2 0x —
X—>+00 x+00 @2X ] x40 02X _ 1 x-+00 ] e . 1 . e . x
lim — — lim — lim — X lim ¢ — —
x3 X—+00  x X—=+00 x X=+00 x X100 +00
(4) 1 1
=0X—————— =0x—=0x0=0
+00 X (+00) — 0 +00

- , . Inu - , . e .
em que se usou o limite notavel lim T 0 em (3), e o limite notavel lim — =+400,p € R em (4). Conclui-se que
u—>+00

u-+o0o |4

y = 0 é assintota horizontal ao grafico de f, e a afirmacao lll) é verdadeira.

Resposta: (C)

2" 2
A segunda derivada de g, g, é dada por:

3t w 3 N . Voo 3 1 3. 3
Em|—=, - = |, f(x) = sen” x—cos x, logo a expressio analiticade g é g'(x) = sen” x—cos x + 7 COSX = sen” x— 7 cosx.

I

n _ 3 3 ’_ 3 1 3 _ 2 3 _ 3
g (x)—(sen X—ZCOSX) —(sen x) —(4cosx) = 3sen xcosx—(—4senx)—senx(3senxcosx+ 4)

3 3
= sen x (5 sen(2x) + 4_1)
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" ~
pelo que, em R, os zeros de g~ sdo:
1

g'x)=0e senx(gsen(2x)+ %) =0esenx=0V gsen(2x)+ % =0 e senx =0Vsen(2x) = -5

(:)x:wkv2x=—%+27rkv2x=—5%+27rk(:)x=7rkVx=—%+7rka=—?—72T+7rk,keZ

. . - . T T
Ora, averiguem-se as solucdes da equacao acimaem |—-—, - = |:

2" 2
s 251 57 207 -
e para k = -2, tem-se x = -27 V x = I 2 = BETE V x = 1~ 21 = 1 nenhuma destas solugoes
. 37 T
pertence ao intervalo | ——, - = |;
2 2
e parak=-1,tem-sex=—-m V x = T x= _13_7r V X = —5—7T - = —17—7T — todas estas solucdes pertencem ao
para k=-—%, XETMVXE "R 7= VX5 7T T coesp
intervalo _3_7r _I
2" 20
T 57 . ) 37 T
e parak=0,tem-sex=0 Vv x = 1 V X = TR nenhuma destas solucdes pertence ao intervalo 5T 5|

Estudando o sinal de g" através de uma tabela de sinal obtém-se:

_3r _1rm _ 137 _ _z

X 2 12 12 T 2

g"(x) + + 0 - 0 + 0 - -
g(x) u p.i N p.i U p.i n

Conclui-se entdo que:

. . . 3 17
e 0 grafico de g tem concavidade voltada para cima em [——ﬂ - eem [——W —71'};

2" 12 | 127
. . 17 13
e 0 grafico de g tem concavidade voltada para baixo em [—1—; - 1—;} eem [—w, —%];
. . R . . . 177w 137
e 0 grafico de g admite trés pontos de inflexdo nos pontos de abcissa x = " X= Ty ex=-m.
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