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CaADERNO 1

1.1. Seja X avariavel aleatoria:
X 1 «nimero de aves desta espécie numa amostra de nove com a anomalia genética»

Esta varidvel aleatéria segue uma distribui¢do binomial de parémetros n=9 ¢ p=7%=0,07, isto é:
X ~Bin(9;0,07)

Pretende-se determinar P (Estudo ser considerado valido) =P(X <2).

Assim, P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)=

=°C, x(0,07)° x(0,93)° +°C, x(0,07)' x(0,93)" +°C, x(0,07)" x(0,93)" ~0,98

Resposta: D
1.2. Consideremos a seguinte figura:
C.
4
309 .fE’SO
D& % -B
Tem-se que a area do tridngulo € dada por ABxC
Como sen(30°):%<:>ﬁ=4x%<:>($=2,vem que AB;CD —8< ABZXZ —8< AB=8.

Logo, pelo lei dos co-senos, tem-se:

B3

BC =AB’ +AC —2ABx AC cos(150°) =4 +8 —Zx4x8x(——]=80+32\5

Z

Como BC >0, vem que BC =+/80+324/3 ~11,64.
Resposta: B
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2.1. Tem-se que:

=oponto A pertence arecta t, pelo que as suas coordenadas (xA,yA,zA) , $d0 da forma:
(XarYarZa) =(0,0,1) +k(4,0,-1)=(4k,01-k), keR
- A(4k,01-k), keR
= AV =V - A=(4,-55)—(4k,01-k)=(4-4k,~54 +k)
- CA=A-C=(4k,0,1-k)—(0,0,3)=(4k,0,—k —2)
Logo, como W-ﬁz—SG,vem:
AV -CA=-56 <> (4—4k,~5,4+Kk)-(4k,0,—k —2) =56 <
< 4k(4-4k)+0+(4+k)(—k—2)=-56
<16k —16k* —4k —8—k* — 2k =—56

< —17k? +10k +48=0

| —10+/107 - 4x(-17)x 48

=k
2x(—17)
k=108 2 )
-34 17
Assim, se:
k=24 entdo, A(4k,0,1-k)=|4x 2 01 2604
17 17 17 17 17

- k=2 entdo, A(4k,0,1-k)=(4x2,0,1-2)=(8,0,-1)

.. Como a abcissa de A é positiva, vem que A(8,0,—1).
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2.2. Tem-se que:

= por trés pontos ndo colineares passa um Unico plano. Os pontos A, C e D pertencem ao plano ABC e n&o séo
colineares. Logo, se os pontos A, C e D pertencerem ao plano definido por x—2y+2z =6, entio esse plano é o
ABC:

A(8,0,-1) »8—-2x0+2x(-1)=6<>8-2=6<>6=6— Proposicéo verdadeira.
C(0,0,3) »0—-2x0+2x3=6<«>6=6—> Proposicéo verdadeira.

D(0,—4,-1) >0-2x(-4)+2x(-1)=8-2 <> 6=6— Proposi¢do verdadeira.
Logo, uma equagéo cartesiana do plano ABC é x—2y +2z=6.

= a altura da pirdmide é dada por VP, em que P é o ponto de intersecgdo da recta r, perpendicular ao plano ABC e
que contém o ponto V , com o plano ABC.

Um vector normal ao plano ABC é n (1—2,2), pelo que como r é perpendicular a ABC, este vector é também

director de r e portanto, r:(x,y,z)=(4,-55)+k(1-2,2), keR.

Como o ponto P pertence a r, tem-se que: P(4+ k,—5—2k,5+2k), keR.Mas P também pertence a ABC,

pelo que:

4+k—-2(-5-2k)+2(5+2k)=6<>4+k+10+4k +10+4k =6 <=9k =18k =-2

Portanto, P(4-2,-5-2x(-2),5+2x(-2))=(2,-11), pelo que:

VP =\(4-2) +(-5+1) +(5-1) =22 +(-4) +4* =J4+16+16=/36=6
.. Aaltura da pirdmide € 6.

3. Tem-seque "C,-"C,=0<"C,="C, ©n-3=7<n=10.

10-p
Logo, a forma geral dos termos deste desenvolvimento & 1°Cp x (E) x (—x2 )p , de onde:
X

2 10-p
lOCpX(_) X(_Xz)P:meleopr

. x(—l)px(xz)p:10Cp><2107p><(—1)p><Xp710><X2p:

10—
X p

=10Cp x 210-p x(—l)p w xP-10+2p =10Cp % 210-p x(—l)p w x3P10
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Logo, como se pretende o coeficiente do termoem x™,vem 3p-10=11<>3p=21<p=7.

<. O coeficiente do termo em x** & °C, x 2°7 x(~1)" =120x 2° x(~1) =—960.
Resposta: A

4.1. 0 nimero de casos possiveis € *°C,, que é o nimero de escolher trés bolas entre um conjunto de dez.

Para que no conjunto das trés bolas, ndo sejam todas da mesma cor, temos de considerar dois casos: duas vermelhas
e uma branca, o nimero de maneiras de extrair trés bolas nestas condigdes é °C, x*C,; uma vermelha e duas

brancas, o nimero de maneiras de extrair trés bolas nestas condicdes é °C, x“C,.
Logo, o niimero de casos favoraveis € °C, x “C, +°C, x‘C, .

°C,x‘C,+°C,x*C, 96 4

A probabilidade pedida é =—=—
P P 10 C, 120 5

4.2, P(K|(B mC)) € a probabilidade de as seis bolas extraidas ndo serem todas da mesma cor, sabendo que as

cinco primeiras sdo todas da mesma cor mas nenhuma delas € preta.

Como as cinco primeiras sdo todas da mesma cor, mas nenhuma é preta, conclui-se que as cinco primeiras extraidas
sao vermelhas.

Logo, para a sexta extracgdo estdo na caixa n+10—5=n+5 bolas, sendo que n s&o pretas, quatro sdo brancas e
uma é vermelha.

Portanto, o nimero de casos possiveis € n+5. Como queremos que as seis bolas ndo sejam todas da mesma cor,
entdo na sexta extrac¢do ndo pode sair uma bola vermelha, tem de sair uma preta ou uma branca. Logo, o nimero de

casos favoraveis é n+4 e portanto P(ﬂ|(BmC))=n—+4.
n+5
Assim, como P(K|(B mC)) =96%, vem que:
Nt 96% > "4 0,96 n+4=0,96(n+5) o n+4=096n+48
n+5 n+5

<=n-0,96n=4,8-4<=0,04n=0,8 nz%a n=20
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5. Sabe que havera um dia t, em que passados exactamente dois meses desse dia, 0 numero de habitantes no Bairro

da Fonte sera 92% superior ao nimero de habitantes que viviam no Bairro do Garraféo no dia t, .
Tem-se que:

= passados dois meses do dia t, o nimero de habitantes no Bairro da Fonte é dado por F(t, +2);

= passados dois meses do dia t, o numero de habitantes no Bairro da Fonte sera 92% superior ao numero de

habitantes que viviam no Bairro de Garrafao no dia t,, isto é, é iguala G(t,)+0,92G(t,)=1,92G(t, ).
Portanto, t, é solugdo da equagdo F(t+2)=1,92G(t).

No editor de fungdes da calculadora gréfica define-se y, = F(t+2) e y, =1,92G(t) najanela [0,6]x[0,22]:

1

¥=1926G(1)
y=F(t+2)
*
' ; -
o ?, =1,504 6 f

Portanto, F (t + 2) =1,92G (t) <t=t,, com t; ~1,504. Como 0,504x30=15, o dia correspondente a t, é o dia
15 de Outubro de 2019.
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6. Seja z, o afixo do Unico ponto definido pela condigdo dada. Assim z, satisfaz a condig&o pelo que:

22, +iz,|=|z7,(2+i)| =z |x|2+i] =z, [xN2* +1* =|7,|x\5.

1 5

Portanto, |22, +iz,|=1<|z|x\VE =1 |z, |==x"= <|z|=

NN

¥
5
= 3z,-3iz, =7,(3-3i).

Sendo @ um argumento de 3—3i, vem que tg9=%3=—1 e 8<4.°Q, pelo que Hz—%. Portanto, sendo « um

argumento de z,, vem que:

T

3z,-3iz=2,(3-3i)=|ze" ><|3—3i|ei[7]><=|zl|><|3—3i|ei(a7]

Mas como Arg(3zl—3izl)=%, vem que a—%=%+2k7r, kEZ@C{:sTﬂ-+2k7Z, keZ, pelo que um

. 37
argumentode z, € 7

Logo, zlzgeisf=§(cos(3ﬂj+isen(37rn \E[—ﬁ+ﬁij= \EJFEL

Resposta: C

7. Tem-se que:

=para neN e n<10, o nimero de termos de (un) é finito. Neste caso, 0 menor termo da sucessdo é u, =2' =2 e

0 maior termo é u, =2° =512.
Portanto, para ne N e n<10,vemque 2<u, <512.

2n+3
n+2

=paraneN e n>10, u, =

Fazendo a divisdo inteira, vem:

2n + 3 n + 2
-2n _ 4 2
-1
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Logo, u, =2—L2, pelo que, para neN e n>10, vem que:
n+

n210c>n+2212c>0<isi<:>—i§—i<0©2—i£2—i<2<:>§£un<2
n+2 12 12 n+2 12 n+2 12
%/_/

Portanto, para ne N e n>10, vem que % <u,<2.

" SSU,\ <512, VneN,ouseja, (u,) € limitada.

8. Seja t arecta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1. Assim, o declive de t, m, , € dado por g’(l).

Como g'(x)=(ax) e +ax(e” )’ —ae? +ax(2x) e¥ =ae® + 2axe? =ae™ (1+2x), vem que:
m, =g'(1)=ae** (1+2x1)=3ae’
Mas a inclinag&o da recta t € 85°, pelo que, por outro lado, m, = tg(85°) .

tg(85°) _ 0.5

Logo, 3ae” =tg(85°) <> a= e
e

Resposta: B
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CADERNO 2

9.1. Tem-se que:

= um vector director darecta r é F(a,l,—SaZ)

- 1
= um vector normal ao plano o é ni| 1,b,—
a

Como arecta r é paralela ao plano «, vem que 0s vectores I e i sdo perpendiculares, pelo que ¥ - =0. Assim:

r-ﬁ=o@(a,1,—3a2)-(1,b,1j=o@ax1+1xb—3azxi=o@a+b—3a=o®b—2a=o@b:2a
a

A a=0

Logo, como b é igual ao dobro de a e ambos séo diferentes de zero, a Unica opgédo que verifica estas duas condigdes
éacC.

Resposta: C

9.2. Tem-se que:

= para X€|:—z,z : senx=ﬁ se e somente se x=z,pelo que arcsen ﬁ =z;
2 2] 2 3 2 3
*para X e rz , tgx =—+/3 se e somente se x=—z,pelo que arctg(—ﬁ)z—z;
2 2 3 3
. tg[arctg(gnzE
a a
Logo:

Resposta: A

Matemética A | 12.° Ano | Exame Nacional do Ensino Secundario | Prova Modelo n.° 12 | Proposta de Resolugéo | 9



Nuno Miguel Guerreiro | José Carlos da Silva Pereira | Valter Carlos | Sinal + | Recursos para Matemética | Expoente Maximo

10. Tem-se que:

i =i xi= (i) xi=1"xi=i e i"™° =i""xi® =(i") xi*xi=1"x1xi=i, pelo que:

Z_1+i17 1= 14 1_i_(1+i)2_(1_i)2_1+2i+i2—(1—2i+i2)

" —

=i 1+i 1-i 1+ (1-i)(2+i) -2

:1+2i—1—1+2i+1:4_i:2i i

=2e?
1+1 2
AT Vs i
= Z,=C0S| — |+isen| — [=e*?
12 12
iZ iz i(£+£J i1z
Portanto, z, =7, xz,=2e 2 xe2 =2¢'\? /=2 12,

Como z, é uma das raizes ctbicas de k —ki, vem que (z, )3 =k —ki, pelo que:

I &4

° il —x i7l
(23)3=k—ki@(2e'ﬁ) =k—ki<:>23e(12 3)=k—ki<:>8e ¢ =k —ki =

<:>8{cos(77”j+isen(%rjj= k —ki @8[?—?}: k —Ki

oa2-a2i=k-kiz k=42

k=42
1.
1 1 1 1 1
11.1. Tem-seque P(X >-1)== <= P(X =1)+P(X =2)==«<2a+3a=-<ba=-<a=—.
2 2 2 2 10
Logo, P(X =—2):1—6xi:i, P(X =—1):i, P(X =1)=2xi:3 e P(X :2)=3xi=3.
10 10 10 10 10 10 10
Portanto, o valor médio ¢, da variavel aleatéria X é:
y:—ZXi—lxi+1x£+2xi:—i—i+£+£=—i
10 10 10 10 10 10 10 10 10
Resposta: B
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11.2. Afungdo g é duas vezes derivavel em [0,4], pelo que é continua e derivavel em [0,2] e em [2,4] e portanto,

pelo teorema de Lagrange tem-se:

= 2_; =1, pelo que 3¢, €]0,2[: g'(c,)=1.

Mas 9(43_2(2):5;3=1vpeloque 3c, €]2.4[: g'(c,)=1.

Como ¢, €]0,2[ e c,€]2,4[, vem que ¢, #c, e portanto, existem ¢, e c, distintos e pertencentes ao intervalo

10,4[ tais que g'(c,)=9'(c,).
A afirmacao |. é verdadeira.

Por outro lado, como g é duas vezes derivavel em [0,4], vem que g’ é derivavel em [0,4] e portanto é derivavel e

continuaem ]c,,c,[ =[0,4] (c, e c, sdo os pontos distintos onde g'(c,)=g’(c,) que ja provamos existir).

=0
—_——

g'(c,)-9'(c)

Logo, pelo teorema de Lagrange 3c e ]c,,c,[: 9"(c)= P
27V

< 3Jce]e,c,[: 9"(c)=0, ouseja, 9"

tem pelo menos um zero no intervalo ]0,4] .

A afirmacao 11. é verdadeira.
Resposta: D

12.
12.1. Tem-se que (f og™)(-1)=f (g7*(-1)).

Como g(X)=-1<3x-1=-1<3x=0<x=0,vemque g(0)=-1. Logo, como a fungdo g ¢ bijectiva, pois o

seu grafico € uma recta de declive ndo nulo, vem que g~ (-1)=0.

3x0+8 8
02+9 9

Entao (fog™)(-1)=f (g7 (-1))=(0) g.

Resposta: B
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12.2. Assimptotas verticais:

o o0 X +9 J#+9 25 5

0
s (6) yra=s _ y+1 y+1
« lim f(X): lim Xe 4e _ lim (y+4)e 4e _lim ye +4e de _
x—4" x—4" X—4 i) y—0° y 0" y

et 4Vt 4e . de(e’ -1 eV -1
=I|m)/ + lim ———— ="+ lim ( ):e+4ellm—=e+4e=5e
y—0* )/ y—0* y y—0* y y—0" y

Limite notavel

i) Mudanca de variavel: se x — 4" entdo x—4—>0".Seja y=x—4<x=y+4, y—>0".
Logo, o grafico de f n&o tem assimptota verticalem x=4.
Como f écontinuaem R\ {4} , 0 seu grafico ndo tem mais assimptotas verticais.

Assimptota horizontal quando X — —oo:

- 8
3x+8 (5) . X(3+xj
= lim

. X
— = |i —
¢ 2 X—>—o0 X—>—o0 i) x—>—o0
X"+9 x2(1+92) X2 x ’1+X92 —X x /1"‘)?2
X

3+i
—00 3-0 3

T 9 [ 9 -—{diro
\/1+(_OO)2 \/1++OO

Logo, a recta de equagdo y =—3 é assimptota horizontal ao gréfico de f quando X — —oo.

3
i
—_
>
N
|

= lim
X—>—00

if) Como x —>—o0, vem que x <0, peloque v/x* =|x|=—-x.

13. Tem-se que:

D={X€RZX+3>O A 4d—x>0 A X>O}={XGRZX>—3 A X<4 A x>0}=
Y —

X>-3 x<4

={xeR:x<4 A x>0}=]0,4]
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Neste dominio tem-se:

1
Iog4(x+3)—log4(4—x)2%+Iog4x = Iog4(x+3)2Iog4(45)+log4x+|og4(4—x)<:>

1 1
==log, \42
2 4

< log, (x+3)>log, V4 +log,, (x(4 - x))
< log, (x+3)=log, (2x(4-x))

S X+322X(4-X) < X+328x-2x" < 2x* —=7x+320

Calculo auxiliar:

7+ J(-7) —4x2x3 +f _
2X> —7x+3=0<x= (=7) c>x=7_ 25<:>x=u v X=E<:>x:l v x=3
2% 2 4 4 4 2

Como a fungéo y=2x*—-7x+3 é quadratica e o seu grafico tem a concavidade voltada para cima, vem que as

soluges da inequagdo 2x*> —7x+3>0 s&o os valores de x tais que X € :|_OO,%:| U [3,+oo[ .

\ /y=2x27x+3
T 3 X
2

Intersectando com D = ]0, 4[ , vem que o conjunto solu¢do da inequacéo é:

gt

14. A funcdo f ¢ polinomial de grau 3 e tem exactamente dois zeros, pelo que um deles é necessariamente de

multiplicidade 1 e o outro é de multiplicidade 2. Assim, observando o grafico, conclui-se que o zero de multiplicidade 2
dafuncdo f é o negativo.

Logo, como u, —>a e a o zero de multiplicidade 2 de f , vem que lim f (u,)=lim f (x)=0", pelo que:

X—>a

LI ~a)” limin(u, -a)°" In(lim(un _a)z) In(0") o
TRy Gimf(n) 0 o o~

Resposta: D
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15.

15.1. Tem-se que:

cos x)

- h(X)=(2% +1 —(2x2) +(1 e _ax =X gyt
(x)=(2x* +In(cosx)) =(2x*) +(In(cosx)) =4x+ — o~ XX
, 1 4c0s* x—1
- h"(x)=(4x—tgx) =4— =
(x)=(4x-1gx) cos? x cos® X
) 4cos® x—1

* h"(x)=0& ———=0<4cos’x-1=0 A c0s*x=0 <> cos’ x——<:>cosx + <:>

Cos™ X Condigao universal

m -3
= cosx=—1 Y cosx=lc>cosx:1©x=iz+2k7z, keZ
2 2 2 3

%,_/
Equagao impossivel

T T y o T T
Como xe |——,=| ,vemque os zerosde h" sdo —— e —.
2 2 3 3

Fazendo um quadro de variagdo do sinal de h", vem:

T T T

X —_— R — R R

2 3 3 2

4cos? x—1 — - 0 + 0 - -
cos? X 0 + + + + + 0
h"(X) n.d — 0 + 0 — n.d.
Graficode h n.d. M p.i. U p.i. M n.d.

O grafico de h tem a concavidade voltada para baixo em }—%—%} eem {% %[ tem a concavidade voltada para

. VA . ~ T T
cimaem | ——,— | e tem ponto de inflexdoem x=——eem x=—.
33 3 3
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15.2. A fungéo h é continua em }%%[ por ser a soma e a composi¢ado entre fungdes continuas no seu dominio

(fungdes polinomiais, trigonométricas e logaritmicas).

Logo, h é continuaem [0,1] = }—%%{

Tem-se que:
= h(0)=2x0%+In(cos(0))=0+In(1)=In(1)=0=h(0)<1
= h(1)=2x2 +In(cos(1)) =2+In(cos(1))

Afungdo y=cosx é decrescente em {0%} ecomole % pertencem a [0%} ,€ 1<% , vem que:

1< % < cos(1)> cos(gj < cos(l)> %cresﬁefxeri In(cos(1))>In (%) =

< In(cos(1))>-In2<2+In(cos (1))>2 -2 < h(l )>2 —In2

Mas, 2<e<=e>2 <I:> Ine>Ih2<1>h2<-h2>-1<2-h2>2-1<2-In2>1
y=Inxé
crescente em R*

Logo, h(1)>2-In2>1=h(1)>1

. Como h é continua em [0,1] e como h(0)<1<h(1), pelo teorema de Bolzano-Cauchy existe pelo menos um

ce]0,1] tal que h(c)=1, ou seja, a equagdo h(x)=1 tem pelo menos uma solugéo em [0,1].

F'IM
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