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CaADERNO 1

1.1. Seja X a variavel aleatoria «<numero de vezes que sai face com o0 nimero 2 em quatro langamentos do dado».

Assim, X é uma variavel aleatéria com distribuico binomial de parametros n=4 (quatro provas repetidas) € seja p , com
0< p<1, a probabilidade de sucesso, isto é, a probabilidade de sair face com o nimero 2 em cada um dos
langamentos.

Logo, como P(X = 2) = % , vem que:

P(X =2)=%©4sz p’(1-p)’ :%Qﬁ(p(l— p))’ :%Q(P(l— p)) = = (p(-p)) ==

Como p(1-p)>0,tem-seque p(1— p):E:é,

Seja Y avaridvel aleatéria «numero de vezes que sai face com o nimero 2 em dez langamentos do dado».

Assim, Y ¢é uma variavel aleatéria com distribuicdo binomial de pardmetros n =10 (dez provas repetidas) € probabilidade
de sucessoiguala p, pelo que a probabilidade pedida é dada por:

5
P(Y =5)="C;x p*(1-p) =C,x(p(L-p)) ="C, x@ ~0,137

Resposta: C

1.2. Pela lei dos co-senos tem-se que:

AC’ =AB° +BC’ —Zﬁxﬁxcosaa(?,cosa)z =22 +12 - 2x2x1xCoSax <> 9¢0S’ o + 4C0sar —5=0

—4+[4* —4x9x(-5)
2x9

Fazendo y =cosa,vemque 9y° +4y-5=0<y= sy=-1v y:g

Mas como cosa >0, pois AC >0 e AC =Ccosa, vem que cosa:g:azarccos(gjzo,%z

Resposta: B
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2.1. Tem-se que AE = AB+BE e @:Eﬁwﬁ,pelo que:

AE-BD—(AB+BE).(BA+ AD) = AB-BA+ AB- AD + BE - BA+ BE - AD -

=0; ABLAD  =0; BELBA

AD BE

= | AB| |[BA|x cos(180°) +0+0+ AD- AD = AB” x(~1)+| AD| = AD’ ~ AB’
e

=ABxBA= AB
Assim:

= 0 ponto B pertence ao eixo Oz, pelo que as suas coordenadas sdo da forma B(O, 0, zB) 4

Como o ponto B pertence ao plano ABC, vem que: 2x0+2x0+2, =22, =2= B(0,0, 2), pelo que:

AB=\[(-1-0) +(2-0)° +(0-2) =(-1)° +2*+(-2)’ =8 =3
= para determinar o valor de AD , vamos escrever o volume do sélido em funcéo de AD.

Como o prisma e a piramide tém a mesma altura, cuja medida do comprimento é iguala AD e como a base de ambos
€ um hexagono regular de lado 3, vem que:

V V Awexagono x AD 4A1exagono D

sélido — prisma plramlde Ahexagono 3 3

Representando o hexagono da base do sélido:

* o

Assim OA= AB =3, pelo que sen(%)=%<:>—=
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Logo, a area do hexagono é igual a 6 A, =6 ><AB;20Q =3ABx0Q =3x3x # - 272\/5 e portanto:
273 —
D 4 x x AD s
AA . xAD _ _
A“%‘%:108«ﬁ®+:108\Ec>wz108}5<:>18AD:108®AD:6

- AE-BD=AD —AB’ =6?-32=36-9=27
2.2. Tem-se que:

= um vector normal do plano ABC:2x+2y+2z=2 é N, (2,2,1), sendo que este vector é colinear com AD .
- AB=B-A=(0,0,2)-(~12,0)=(1-2,2)

Assim, os vectores fi,,c € AB s&o dois vectores ndo colineares paralelos ao plano ABD, pelo que, sendo

Ao (2,D,C), um vector normal a ABD, vem que:

=]

oo e =0 [(ab,c)-(2,22)=0 2a+2b+c=0 [2(2b—2c)+2b+c=0
e & & &
o - AB=0 (a,b,c)-(1,-2,2)=0 |a-2b+2c=0 |a=2b-2c

Ah—-4c+2b+c=0 6b=3c c=2b c=2b
= = & &
a=2b-2c a=2b-2c a=2b-2x2b a=-2b

Portanto, fi,s, (—2b,b,2b), com beR\ {0}, pelo que, fazendo b=—1, vem que Mgy (2,-1,-2).
Assim, como B(0,0, 2), pertence ao plano ABD, uma sua equacao cartesiana é:
2(x-0)-1(y-0)-2(z-2)=0=2x-y-22+4=0<2x-y—-22=—4

2.3. Designando por 1, 2, 3, 4, 5 e 6 as seis faces da piramide, tem-se que as cores pretas e brancas podem ocupar
seis posicoes: 1 e 2;2¢e 3;3e4;4e5;5¢e6; 6e 1 Para cada uma destas maneiras, as cores preta e branca
permutam de 2! nas duas posigdes escolhidas e as restantes quatro cores permutam de 2! nas restantes quatro
posicdes. Logo, as faces da pirdmide podem ser pintadas de 6 x 2!x 4! maneiras distintas.

Para as faces do prisma comegamos por escolher sete das dez dores disponiveis. O nimero de maneiras de o fazer é
'°C, . Para cada uma destas maneiras as sete cores escolhidas permutam de 2! nas sete faces do prisma, pelo que o

prisma pode ser pintado de °C, x 7!'=""A, .
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Assim, para cada uma das 6x2!x4! maneiras distintas de pintar as faces da pirdmide, existem *° A, maneiras

distintas de pintar as faces do prisma, pelo que, 0 nimero de maneiras de pintar o sélido é:

6x21x 41x° A, =174182400
Resposta: C

3.1. Sejam M e L os acontecimentos:
M : «O funcionario escolhido & do sexo masculino» e L : «O funcionario escolhido & licenciado»
Pelo enunciado, tem-se que:

- P(M)=40%=0,4=P(M)=0,6

- P(L|M)=1@P(L—N\A)=1@P(LmM)zle(M)@ P(LmM)=5x0,4@ P(LAM)=0,05
8 P(M) 8 8 8

. P(M|L)=§©%=O,75@ P(ML)=0,75P(L)

Pretende-se determinar o valor de P(L LM ). Tem-se que:

P(CUM)=P(L)+P(M)-P(LAM) =1-P(L)+ P{M) - P(M) +P(LAM)=1-P(L)+0,05
“p(M)-P(LAM)

Mas como P(L)=P(LAM)+P(LNM),vem que:
P(L)=P(LAM)+P(LANM )< P(L)=0,05+0,75P(L) < P(L)~0,75P(L)=0,05 <

0,25P(L)=0,05= P(L)=%<:> P(L)=0,2

Portanto, P(L\wM )=1-P(L)+0,05=1-0,2+0,05=0,85=85%.

Nota: este item poderia ser resolvido recorrendo a uma tabela ou a um diagrama em &rvore.
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3.2, P(Y | X ) ¢ a probabilidade de pelo menos trés dos quatro funcionarios escolhidos serem licenciados, sabendo que

0s quatro funcionarios escolhidos s&o do sexo masculino.

Tem-se que 40% dos 120 funcionarios sdo do sexo masculino, ou seja, 0 numero destes funcionarios é:
0,4x120=48

Dos funcionarios do sexo masculino, um oitavo sdo licenciados, pelo que o nimero de funcionarios que sao licenciados

e do sexo masculino é %x 48=6.

Assim, o numero de casos possiveis € “*C,, que é o nimero de maneiras de escolher quatro funcionarios do sexo
masculino. Para o nimero de casos favoraveis temos de considerar dois casos:

= trés licenciados e um n3o licenciado: dos seis funcionarios licenciados escolhem-se trés e dos restantes 42 nao
licenciados escolhe-se um. O nimero de maneiras de o fazer é °C, x “C, =°C, x42.

= quatro licenciados: dos seis funcionarios licenciados escolhnem-se quatro. O niimero de maneiras de o fazer é °C, .
Portanto, o niimero de casos favoraveis € °C, x42+°C, .

°C,x42+°C

Logo, pela lei de Laplace, vem que P(Y|X )= e 4 ~0,0044 .

4

4. Afuncdo f” é duas vezes derivavel no seu dominio, pelo que na abcissa do ponto de inflexo do graficode f a

segunda derivada é nula. Assim, pretende-se determinar t de modo que f ”(t) =0.

Mas como a fungdo f é duas vezes derivavel, no caso de existir um instante em que a primeira derivada atinge um

maximo (ou um minimo), a segunda derivada é nula, pelo que, recorrendo a calculadora grafica vamos determinar o(s)
maximizante(s) (ou minimizante(s)) da primeira derivada de f .

Comecemos entdo por determinar a expressdode f':

3(1+10e°%)-3(1+10e°*)  0x(L+10e°")-3x10x(-0,8t) e **

f'(t)= = =

(1+10e%) (1+10e70%)

| -30x(-0,8)e" 240708

(1+10e°®)  (L+10e°*)
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Utilizando as capacidades gréficas da calculadora, define-se y, = f'(t) najanela [0,10]x[0,1]:

Vi

0 a~2878

—~¥

Portanto, a fungdo f' tem maximo absoluto no ponto de abcissa a, com a~2,878. Nesse ponto a sua derivada,
que corresponde a segunda derivada de f é nula, isto é, f ”(a) =0, alémde que f ”(a’) >0e f ”(a*)< 0, pelo

que o grafico de f tem um ponto de inflexdoem x=a,com a~2,878.

Como 0,878x60 ~53, vem que passadas, aproximadamente, duas horas e 53 minutos, a taxa de crescimento do
ndmero de bactérias comega a diminuir.

5.Tem-se que z=2| cos’ & —sen’ o +isen(2a) |=2(cos(2a) +isen(2a)) = 2e').
=cos(2a)

_eil2a)

Como z é uma raiz de indice n de —128, vem que |z[" =|-128| < 2" =128« 2" =2" <>n=7, pelo que 2 é uma
raiz de indice 7 de —128.

Determinando ento as raizes sétimas de —128, vem:

( m+2kz .(ﬂ+2kﬂ'

17/—128=Z/128e‘”=1/12_89'[ )0l ke{01234,5,6)

Assim:
iZ i3l

=se k=0—2e 7 ; oseu afixo ndo pertence ao 3.°Q =se k=1—2e 7 ;oseuafixo ndo pertence ao 3.°Q
o |

=se k=2-—>2e 7 :oseu afixo ndo pertence ao 3.°Q =se k =3 — 2e'"; 0seu afixo ndo pertence a0 3.°Q
o He

=se k=4—2e 7 ;oseuafixo pertence a0 3.°Q =se k=5-—2e 7 :oseuafixo ndo pertence ao 3.°Q

137
137
*se K=6-—2e 7 ;oseuafixo ndo pertence ao 3.°Q
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.97
Logo, como 2e 7 € a Unica raiz sétima de —128 que pertence ao 3.°Q , vem que:

97

2ei2a) _9o' T <:>2a=977r+2k7r<:>a=?-—z+k7z, keZ

pelo que:
= se k=—1—>a:9—”—ﬁ=—5—”; —5—’%{03—”{ = se k=0—>a:9—”; 9—”6[0,3—”{
14 14 14 2 14 14 2
= se k=1—>a=9—”+7z=23—”;23—” { 3—”{
24 ' 14 2
9%
14
Resposta: D
6. Tem-se que:

. (un) é uma progresséo aritmética, pelo que, sendo r asuarazdo,com r e R,vemque u,,, —u, =r, vneN.

AsSim, Uy =U, +6F < U = U +6+6r <0=6+6r <6br=—6<r=-1=u,,-u,=-1, vneN.

Uy=Ug+6

4\N

16n (2 ) 24” 4n+6u, -3 H = . ~ PP

"V, = gt ( S)JU T e 2773 Vejamos que a sucesséo (V, ) é uma progressao geomeétrica:
n 2 n n

24(n+l)+6un+1*3 . 2M+4+6un+1—z—4ﬁ—6un+,&( _ 26un+1—6un+4 _ 26(un+1—un)+4 . 26><(71)+4 . 272 _ ( 1)2

Vn +1

Vv,

n

- 24n+6urI -3

Assim, (vn) € uma progressao geomeétrica de razéo " e a soma dos seus seis primeiros termos é dada por:

1Y 1 4° -1
1-|~ _ 1
v x (4j _Vxl 4 _ & _VX4X(46_1)_VX4095_1365v1
UL T3 TR T s T ek 1024
4 4 4

Portanto, como a soma dos seis primeiros termos de (vn) é 10920, vem que:

1365v, —10920 <> v, = 10920x1024 v, =8192

1024 1365
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24><1+6u1 -3 _ 26u1 +1

Assim, como v, = , vem que:

27 =812 o MM =2 06U +1=1366U =120 U =2 & U -2r=26U,-2x(-1)=2%
8192=213 Uy =Us—2r fee

SU+2=2U,=2-2<U,=0
Uy, =0

7. Tem-se que:

= um vector director da recta r é (8,4), pelo que o seu declive, m_, éiguala m, =

(o I N
N~

~ . . , 1
= as rectas r e s s&o perpendiculares, pelo que o declive de s, m, , € dado por m, =——, pelo que m, =—
m

r

Logo s:y=-2x+b

= a circunferéncia é tangente aos eixos coordenados, pelo que o ponto A, que é o seu centro, pertence a bissectriz dos
quadrantes impares (recta de equagdo y = x ) e portanto, as suas coordenadas s&o da forma A( Xp xA) .

Como o ponto A pertence a recta r, substituindo na sua equacéo, vem:

X, =8k X, =8k X, =8k xA=8><1 Xy =2
(X0 ¥Ya)=(01)+k(8,4) = =S =S =S L ‘s 1 = A((2,2)
x,=1+4k (8k=1+4k |4k=1 k= k=2

Mas o ponto A também pertence a recta s, pelo que, substituindo na sua equagdo, vem 2=-2x2+b<b=6.

L Siy=—2X+6
Resposta: A
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CADERNO 2
8.
8.1. Tem-se que:
X1k (x-1=2ak  (x=1+2ak
2a
r:x_—lzz_—l AN Yy=4sy=4 Sqy=4+0k <qy=4+0k ,keR
2a a
271 ¢ lii1-ak z=1+ak
a

Portanto, um vector director da recta r é fl(Za, 0, a), que é colinear com o vector T, (2, 0,1) , pois a=0, pelo que T,

também & um vector director de r. Um ponto da recta r é P(l, 4,1) :

Por outro lado um vector normal do plano « : % +y+bz=1¢én, (g,l, b} .

Assim, como a recta r esta contida no plano « , vem que:

= 0s vectores T, e N s&o perpendiculares, pelo que T, -n, =0 e portanto,

r-n, =O©(2,0,1)-(%,1,bj:0<:>2x%+0x1+1xb=0<:>a+b:0<:>b:—a

=oponto P(1,4,1) pertence ao plano « , pelo que,

a—><1+4+b><1:1b©%+4—a:1<:2>a+8—2a:2<:>—a:—6©a:6b: b=—6

~a=6eb=-6
Resposta: B
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8.2. Tem-se que x(t) = Acos(wt+¢),onde A, w e ¢ sdo, respectivamente, a amplitude, a pulsacéo e a fase deste

oscilador, com A>0, w>0e ¢pe[0,27].

Seja T o periodo deste oscilador e considere-se a seguinte figura:

X&

|-

—~¥

Assimtem-sequeT+I=E—g<:>£=§<:>£=g<:>fﬂ=9©T=3.Assim,comoTzz—ﬂ,vemque:
2 8 8 2 8 2 w

T=3©2—”=3<:>27r=3w<:>a)=?ﬂ

w

Portanto, x(t) = Acos(z?”t +(pj, pelo que, como x(%j = A, vem que:
X(gjzA@ACOS(%X§+(/))=A@COS(%+(/))=1<:>37ﬂ+g0=0+2k7z<:>(p=—37ﬂ-+2kﬂ, keZ

Assim:

" se k=0—><p=—3—”; 73—’%[0,2;;[ " se k=1—>¢=—3—”+27z=5—”; 5—”6[0,2;;[
4 4 4 4 4

=se k=2—)(p:—3—7[+47z:13—”; 13—”@[0,2”[
4 4 4

Resposta: C
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9. Tem-se que:

. |35=|32*3=|4X8><|3=(|4) xi? xi =2 x(-1)xi=—i

. . . 5 .
- z,=cosa+isena =€, peloque 7, =e'"“) e portanto ()’ = (e'(’“)) =% Assim:

1

i -2 —i-2 —2-i 1-2i 1 2+4i+i+20

22: = =

(2i-1)(z) (2i-1)>)  -1+2i 12 gt (1) - (2i)’ e

iz
I — i i 2 i| Z+5a
JZ+5i-Z 1 s 1 o1 0 et 5
1_4i2 el(—Ba) 1+5 el(—Sa) el(—Sa) el(—Sa) el(—Sa)

= sendo @ um argumento de /6 —3+/2i , tem-se que:

3232 3# 3 B AB_
6 V2x3 BxBB BB F

tgé

Logo, Arg(z):Arg(«/E—S\/fi)@Arg(z)z—%.

Assim, o afixo de z, pertence a regido do plano complexo definida pela condigido dada se e somente se o seu

argumento for da forma —% + 2k, k e Z . Portanto:

z+5a=—z+2k7zc:>505=—£—£+2k7[(@)50{=—5—7[+2k7r<:)05:—z+2k—7z,
2 3 2 3 6 6 5

Assim:
T T 2% Im 1r
*se k=0—a=——; -~ ¢[07] sse k=loa=—"+—=—; =
6 6 6 5 30 30

-sek=2—>a:—£+4—”=w—”;m—”e[oﬁ[ sse kK=3—oa=—F+—=
6 5 30 30

In, , dor

L a vV a
30 30

z bz 37 s
6 5 30 30

= /3, com 0 €4.°Q, pelo que 9:_%

keZ

E[O,ﬂ'[

e[O,ﬂ[
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10.

10.1. Consideremos a seguinte figura:

Tem-se que:
* P(u—o <X <u+0)~0,6827 peloque,como P(10< X <14)=0,3x2=0,6, vem que:

'u+0>14<?212+0>14©0>2
u=

Logo, a afirmagao da opgao A é verdadeira.

» P(X <10)=P(X 212)-P(10< X <12)=0,5-0,3=0,2=20%
—_—\

=0,3
Logo, a afirmagao da opcao B é verdadeira.

(X <14/X >10) P(X <14 A X >10) P(10< X <14) 2503 06 3 ...
" = = = = = = =—= ()
P(XZlO) P(lOSXSlZ)—i—P(XZlZ) 0,3+0,5 08 4

Logo, a afirmagao da opcao C é falsa.

. P(X g10|X§14)=P(X <10 A Xs14)= P(X le) _ 0,2 _Ezlzzs%
P(X <14) P(X <12)+P(12<X <14) 03+05 08 4
Logo, a afirmagao da opgdo D é verdadeira.
Resposta: C
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10.2. Tem-se que:

- AB = 2c (distancia focal), pelo que Apge) =6 AB; Yo _6e 2022 =62c=6<c=3

= AC +BC = 2a (eixo maior), pelo que:

P

[ABC]

=14@A_B+E+ﬁ:14@2c+2a=142<:_66+2a:14@2a:8@a=4:a2:16

sa’=b*+c* =16=h*+3F <=16-9=b> =b*=7

2 2
A equagéo reduzida da elipse € da forma —- + g—z =1, sendo a 0 semi-eixo maior e b 0 semi-eixo menor. Assim, como
a

2 2
a’ =16 e b* =7, a equagéo reduzida da elipse da figura é ;_6 + y7 =1.
Resposta: D
1.
OBxCD —_
1.1, Tem-se que Agpae = 2% Aggey = £ TT&:O%+F<OD +BD)xCD.

Mas como o arco BC esta centrado no ponto D vem que CD = BD, pelo que:
Aoec) = (OD + BD)xCD =(OD + CD)xCD

Por outro lado tem-se que C(cose,sencr), com cosa >0 e sena <0, pelo que OD =—sena e CD =cosa .

Assim,
Aossc) =(OD+CD)xCD =(—sena +cosa) x cosa = cos’ @ —sena.cosa =
=sen(2a)
f—%
, _ 2senacosa ,  sen(2a)
=cos’ o —————=cos’a-—— —
" g(oc)zcoszoz—M

2
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11.2. Tem-se que:

- g'(a)=2cosa(cosa) —M

Z cos(2a)

=2cosa(-sena)————= =

Z

=—2sena cosa —cos(2a ) =—sen(2a)—cos(2a)

=sen(2a)

. g'(a):0<:>—sen(2a)—cos(2a):0c>sen(2a):—cos(2a)©2a=—%+k7r<:>a:—%+k7ﬂ L keZ

Outra resolugao: tem-se que:

g'(a)=0<:>—SEH(ZO{)—COS(ZO{)=O<:>Sen(2a)=—COS(2a)<:>M=—l<:>tg(Za)=—1<:>
cos(2a)
e20=-214kr A 20:;«rs£+k7z<:>oz=—z+k—7Z A a¢£+k—”, keZ
4 2 8 2 4 2
Assim, como ae}—z,o]vem que a:_ﬁ_
2 8
Recorrendo a uma tabela de variagéo do sinal de g', vem:
T
[04 _E —g 0
9'(a) + 0 — 0
g /‘ max. \‘ min.

Logo, a fungdo g é decrescente em {—%,0} e é crescente em }%—%} . Tem um maximo absoluto em « = —%

€ um minimo relativo « =0. Portanto, o valor maximo da area do quadrilatero [OABC] é:

g(zj(zj(z(sn i1 2 5 RN JE SR AE

2 1
8 8 2 D4 2 2 4 2 4 2 2

i) Como cos(2a) =2cos’a—1, para o = —% , vem que:

[2 >
cos ZX[_EJ = 20052(—£j—1<:> COS[—£j+1: ZCOSZ(—EJ = Q +1= 2COSZ[—EJ = cosz(—gj = E + L
8 8 4 8 2 8 8 4 2
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* Nota:

T w T
*tem-seque ——¢ |-—,——| €
4 } 2 8{

B e R S T e /R G

= tem-se que oe}—%,o} e —sen(2x0)—cos(2x0)=—sen(0)—cos(0)=0-1=-1=>—sen(2x0)—cos(2x0)<0 .

12.

12.1. Tem-se que:

limx, =lim(n* —¢")’ (m:)(lim(ne’ —e)) =[Iim(n3£1—i—2]D2 =(Iim n? xlim[l—i—ZDz _

2

= (+oo)3>< 1- Iime—3 =(+oo><(1—(+oo)))2 =(+oo><(—oo))2=(—oo)2 =+
L
Limite notavel
2 2 2 2
Portanto, fimh(x,) = fim h(x)= lim S0 jim XX _ iy X _ i ['”—Xj ~[ 1im X} _o2 0.
X—>+00 x>+ X x>+ X X—+0 X X—>+00 X X—>+0 X

%,_/
Limite notavel

Resposta: B

12.2. Tem-se que:

= para x<1, h & continua por ser o0 quociente, a composi¢do e a soma entre fungdes continuas no seu dominio
(fungBes polinomiais e exponenciais).

= para x>1, h é continua por ser o produto, a composi¢do e quociente entre fungdes continuas no seu dominio
(fungdes polinomiais e logaritmicas).

=para x=1, h é continua se e somente se limh(x)=limh(x)=h(1).

X—1" x—1*
Assim:

2 2
« lim h(x): lim 9(3X) _lim xIn3 X :1><In (1) :1><0 _
x—1" x—>1t X x—-1" X 1 1

g(1) _1xIn*(1) 1x0 _

0
ik 1 1

0eh(1)=
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0
242X — : ox_300 x—1)(x+3
= lim h(x)= lim XA2X73 =k+|im%=k+"mw:
x—1" x->17 e —e x->17 e e i) x>l e(e2x7171 1)
2(x-1
e tim X3 i 20D 1 143 L eV S L .
x>~ @ xo1- @2 2 e e -1 2 e 1 2 2e

x>17 2X—2
%f_/

Xx—>1" =2x-2-0"
Limite notavel

Portanto, a fungdo h é continuaem x =1 se e somente se k +z =0 k= 2 .
e e

~ . . 2
. Afuncdo h é continua se e somente se k =——.
e

—2+,J2° —4x1x(-3)

2x1

ii)Como x> +2x-3=0< x= & x=-3 v x=1,vemque x*+2x—3=(x—1)(x+3)

12.3. Tem-se que:

. g’(x)zx’ln2x+x(ln2x)’ :1><In2x+x><2lnx><(lnx)' =In2x+)(><2lnx><izln2x+2lnx

X

. grr(x):2|nXX(|nx)’+2Xl:2|nxxl+g:2||’1X+g:2|n X 42
X X X X X X

2Inx+2

“9"'(x)=0< 02Inx+2=0 A x#z0<=Inx=-1 A x2z0<=x=e" A x#0

Recorrendo a uma tabela de variagao do sinal de g”, vem:

X 0 etot +oo
e
2Inx+2 n.d. — 0 +
X 0 + + +
9"(x) nd. — 0 +
Grafico de ¢ n.d. M nd. W)

O gréfico da funcéo g tem a concavidade voltada para baixo em }0,%} , tem a concavidade voltada para cima em

F , +oo[ e tem ponto de inflexdo em x = 1 .
e e
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Itens extra:

a) Seja t a recta tangente ao gréfico de g no ponto de abcissa e. Assim, o declive, m, , darecta t e dado por g’(e).
Portanto, m, = g’(e)=In’(e)+2In(e)=1? +2x1=3, pelo que a equagdo reduzida darecta t € do tipo y=3x+b.
Como as coordenadas do ponto de tangéncia séo (e,g(e)) e g(e)=eln’(e) =ex1* =e, substituindo na equagao reduzida darecta t , vem:
e=3e+bsb=-2e
Sotiy=3x—-2e
b) Tem-se que g’(x)=In*x+2Inx, pelo que:
g'(x)=In*x—In(8-2x) > In(x-1) < x+2Inx—M—ln(8—2x)2In(x—1)®2Inx2In(8—2x)+|n(x—1)
* D={xeR:x>0 A 8-2x>0 A x-1>0}={xeR:x>0 A x>4 A x>1}={xeR:l<x<4}=]14]

= Neste dominio, tem-se:

2Inx>In(8-2x)+In(x-1) = In(xz) >In((8-2x)(x-1)) < In(xz) > In(8x—8—2x2 +2x) SN

< x> -2x* +10x -8 <= 3x* —10x+8>0

Calculo auxiliar:

10+,J(~10)’ —4x3x8 + — _
(-10) @leo_xlloo % _, . 10-2 10+2 4

2x3 6 6

3x*-10x+8=0<x=

Assim, como a fungdo y =3x* —10x+8 & quadratica e o seu grafico (que é uma parabola) tem a concavidade voltada para cima, o conjunto

solucdo da inequacdo 3x? —10x+8>0 é }— ooﬂ U[2,+00]:

\ /y=3x2 —10x+8
4 2 X
3 2

Como o dominio de validade da inequagéo é 1,4 , fazendo a intersecgao vem:

, — —

0 1

v

4
3

. O conjunto solugio da inequagao é U —oo,ﬂ U [2,+oo[j N]L4[= :|1ﬂ u[2,4].
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13. Tem-se que 2y +x=4 < 2y=—X+4< y=—%x+2.

Assim, como a recta de equagédo y = —% X+ 2 é assimptota obliqua do gréafico de h, quando x — +oo, vem que:

XI_i)rpw%x)z—% e Xllrpw(h(X)-i-%Xj:Z
Portanto,
- Iogz(h(x))2 ~2log, x _ im Iogz(h(x))2 ~log, (x*) i '092((h(x)?)2J c XI_i)rILIogz[(MJ J _
o 2h(x)+x o 2(h(x)+;x) o 2(h(x)+;xj 2xl_i>r+nw(h(x)+;xJ
ol (12]] )l e o s
2x2 4 4 4 2

Resposta: A

14. Tem-se que o grafico da funcdo f intersecta o eixo Ox no ponto de abcissa —1 e o0 eixo Oy num ponto de

ordenada positiva.

Logo, como f é estritamente mondtona, vem que:
= f & estritamente crescente.

= f(-1)=0,sendo —1 o Unico zerode f ,e f(0)>0.

Assim, vem que M zlfff)io g(x)= f (1), ou seja a equagdo dada ¢ equivalente & equagdo g(x)= f (1).

f(1)
Portanto:

= a funcdo g é continua em R pois € o produto e a composi¢do entre fungbes continuas em R (fungdes

exponenciais, polinomiais e a fungdo f , que é continuaem R).

Logo, g é continuaem [0,1]cR.
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. g(O)zeoz’Ox f(0)x(0+a)=e’x f(0)xa=1xf (0)xa=af(0)
Como O<a<1,vem que a<1f(<o:);oaf(0)< f(0).

Por outro lado, a fun¢do a f (O) é estritamente crescente, pelo que como 0<1,vemque f(0)< f (1) , pelo que:

i(g)< f(0)<f(1)=9g(0)<f(2)
=9(0)

- g(1)=e"tx f(D)x(l+a)=e’x f (1)x(1+a)=1x f (1)x(1+a)=(1+a) f (0)
Como a>0,vemque a>0«<1+a>1.Mas f(1)> f(0)>0= f(1)>0, pelo que:

l+a>le(1+a)f(1)> f()=9(1)> f (1)
T
=9(1)
Portanto, como g(0)< f (1)<g(1) e como g é continua em [0,1], pelo corolario do teorema de Bolzano-Cauchy
existe pelo menos um ¢ e]O,l[ tal que g(c)= f (1) pelo que a equagao dada tem pelo menos uma solugao no

intervalo [0,1].

F'IM
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