
Prova Modelo no 4 - Matemática A

Versão

Duração da prova: 150 min (+30 tolerância) junho de 2017

12o ano de escolaridade

Nome: N.o Turma:

Grupo I

• Os oito itens deste grupo são de escolha múltipla. Em cada um deles, são
indicadas quatro opções, das quais só uma está correta.

• Escreva, na sua folha de respostas, apenas o número de cada item e a letra
correspondente à opção que selecionar para responder a esse item.

• Não apresente cálculos, nem justificações.

• Se apresentar mais do que uma opção, a resposta será classificada com zero
pontos, o mesmo acontecendo se a letra transcrita for ileǵıvel.

1. Seja Ω o espaço de resultados de uma certa experiência aleatória e sejam A, B e C três acon-
tecimentos posśıveis de Ω (A ⊂ Ω, B ⊂ Ω e C ⊂ Ω).

Sabe-se que:

• A e C são acontecimentos equiprováveis.

• P (A ∪B) = 3P (C)

• P (A ∩B) + 5P (C) = 2P (B)

Qual dos seguintes é o valor de P
(
A|B

)
?

(A) 0 (B) 2
3 (C) 1

3 (D) 1
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2. A tabela seguinte mostra a distribuição de probabilidades de uma variável aleatória X.

X = x1 0 1 2

P (X = xi) a 1
3

1
2

Qual dos valores seguintes é o desvio-padrão da variável aleatória X?

(A)
√
5
3

(B) 4
3 (C) 5

9 (D)
√
21
3
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3. Na figura encontra-se representado, em referencial o.n. Oxyz, um triângulo equilátero [ABC].

A
B

C

O

x
y

z

Sabe-se que:

• os pontos A, B e C pertencem aos semieixos positivos das abcissas, das ordenadas e das
cotas, respetivamente;

• OA = OB = OC;

• o peŕımetro do triângulo [ABC] é igual a 6.

Qual das condições seguintes define a reta perpendicular ao plano ABC que contém o ponto A?

(A) x−2
2 = y

2 = z
2 (B) x− 2 = y = z (C) x−

√
2 = y = z (D) x+ y + z =

√
2

4. Considere a sucessão de números reais (un) definida por:
u1 = 2

u2 = 3

un+2 = ln (un+1) + ln (un) , ∀n ∈ N

Qual das opções seguintes é o termo de ordem 4 da sucessão (un)?

(A) ln2 (216) (B) ln (18) (C) ln (216) (D) ln
[
ln (216)

]
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5. Considere uma função f , real de variável real, tal que f ′ (1) = 3 e f ′′ (1) = 4 e a função g, de
domı́nio R+

0 , cujo gráfico está parcialmente representado no referencial o.n. xOy da figura.

t

g

x

y

42

−1

O

Tal como a figura sugere:

• a reta t é tangente ao gráfico de g no ponto de abcissa 4;

• a reta t interseta o eixo Ox no ponto de abcissa 2;

• a reta t interseta o eixo Oy no ponto de ordenada −1.

Qual dos seguintes é o valor de lim
x→4

f ′[g(x)]−3
x−4 ?

(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D) 4

6. Considere as funções reais de variável real f e g, definidas respetivamente por f (x) = log2 (x+ 2)
e g (x) = log√2 (x).

Qual dos conjuntos seguintes é o conjunto solução da inequação f (x) > g (x).

(A) ]0, 2[ (B) ]−1, 2[ (C) ]−∞, 2[ (D) ]2, +∞[

7. Seja h uma função de domı́nio R+.

Sabe-se que:

• a reta r é asśıntota obĺıqua do gráfico de h;

• lim
x→+∞

[
2x+ 1

ex + 3h (x)− lnx
x

]
= 3

Qual das opções seguintes é a equação reduzida da reta r?

(A) y = 2
3x+ 1 (B) y = −2x+ 3 (C) y = −2

3x− 1 (D) y = −2
3x+ 1
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8. Considere em C, conjunto dos números complexos, a seguinte condição:

|z − 3i| ≥ |z − 3| ∧ Im (z) ≤ 0 ∧ |z| = 3

Em qual das opções seguintes está representado, no plano complexo, o conjunto de pontos
definidos por esta condição?

Re (z)

Im (z)

O

(A)

Re (z)

Im (z)

O

(C)

Re (z)

Im (z)

O

(B)

Re (z)

Im (z)

O

(D)

Grupo II

Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver
de efetuar e todas as justificações necessárias.
Atenção: quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente
sempre o valor exato.

1. Considere em C, conjunto dos números complexos, o número z = ρeθi, com ρ, θ ∈ R.

Prove que se n ∈ N, então (−z)n + (z)n é um número real quando n é par e é um imaginário
puro quando n é impar.
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2. Considere a função f , de domı́nio R+, definida por f(x) = x (1− lnx)

Na figura está representado, em referencial o.n. xOy parte do gráfico da função f .

f

x

y

O

Resolva os itens seguintes por processos anaĺıticos, sem utilizar a calculadora:

2.1. Mostre que a taxa média de variação da função f no intervalo
[
1
e , e

2
]

é igual a
2 + e3

1− e3
.

2.2. Mostre que ∀x ∈ R+, f ′ (x) = − lnx, e estude a função f quanto à monotonia e existência
de extremos relativos.

2.3. Considere, agora, a função g, de domı́nio R definida por:

g(x) =



f (x) se x > 0

0 se x = 0

1− sin
(
π
2 + x

)
ex − 1

se x < 0

Averigue se g é cont́ınua em x = 0.

3. Na figura está representado, em referencial o. n. xOy:

• o gráfico da função h, de domı́nio [0, π], definida por h (x) = x+ esinx;

• a reta r, bissetriz dos quadrantes ı́mpares.

π

h
r

x

y

O

Determine uma equação que defina a reta paralela à reta r que é tangente ao gráfico da função
h, utilizando métodos exclusivamente anaĺıticos.
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4. Em 1983, o estat́ıstico francês M. Damiani, estabelece a seguinte equação:

X (n) = e0,422×n

0, 36 sin

[
9

(
n− 1

2

)]
+ 0, 08 sin

[
49, 5

(
n− 1

2

)]
A função X fornece com bastante precisão a distância média, em unidades astronómicas, de
todos os planetas (ou outros objetos celestes do sistema solar) em relação ao Sol com um erro
máximo de 7%, inclusivé a localização de um planetoide situado entre Mercurio e o Sol, como
também a do planeta X, o décimo, que alguns astrónomos presumem existir devido às anomalias
na órbita de Urano e Neptuno.

Os argumentos das funções trigonométricas presentes na expressão algébrica da função estão
expressos em graus e os valores de n variam no conjunto dos números naturais de 1 a 12 de
acordo com a tabela seguinte:

Posição Planeta/Objeto celeste

1 Volcano

2 Mercúrio

3 Venús

4 Terra

5 Marte

6 Cintura de asteróides

7 Júpiter

8 Saturno

9 Urano

10 Neptuno

11 Plutão

12 X

4.1. No dia 9 de maio de 2018, o planeta Júpiter estará em oposição, isto é, estará situado no
lado oposto ao Sol para um observador terrestre.

Utilize a função de Damiani para estimar a distância entre Júpiter e a Terra no dia 9 de
maio de 2018.

Apresente o valor pedido em milhões de quilómetros com aproximação às unidades.

Nota: Uma unidade astronómica é aproximadamente igual à distância média entre a Terra
e o Sol, cerca de 150 milhões de quilómetros.

4.2. Utilize as capacidades gráficas da sua calculadora para resolver o problema seguinte:

“A NASA detetou um asteróıde no sistema solar cuja distância média ao Sol é de aproxi-
madamente 1.5 mil milhões de quilómetros. Qual é o planeta cuja órbita está o asteróide
mais próximo?”

Na sua resposta deverá:

• Equacionar o problema;

• Apresentar o(s) gráfico(s) visualizado(s) na calculadora gráfica, devidamente identifi-
cado(s);

• Assinalar o(s) ponto(s) relevante(s) com abcissa aproximada às centésimas;

• Indicar o planeta cuja órbita está mais próxima.
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5. Na figura, está representada, num referencial o.n. xOy, uma circunferência ζ, um setor circular
a sombreado e uma reta t.

x

y

A

O

B

C

D

t

Sabe-se que:

• O é a origem do referencial e pertence à circunferência ζ;

• C é o centro da circunferência ζ;

• o ponto A pertence à circunferência ζ e tem ordenada 1;

• a reta t é tangente à circunferência ζ no ponto A;

• o setor circular CAB tem área igual a 25π
6 ;

• [AD] é um diâmetro da circunferência ζ;

• a circunferência ζ é definida por:

x2 + y2 − 6x− 2ay = 16− a2, com a ∈ R+

5.1. Mostre que a = 4 e indique as coordenadas do ponto C.

5.2. Determine o valor do produto escalar
−−→
DA ·

−−→
DB.

Nota: Se não resolveu o item anterior considere que C (3, 4).

5.3. Escreva uma equação vetorial que defina a reta t.

6. O Rodrigo tem num saco 12 fidget spinners, com o mesmo formato e tamanho, apenas variando
a sua cor. Cinco são vermelhos, quatro são verdes e os restantes são azuis.

6.1. O Rodrigo vai retirar do saco, simultaneamente e ao acaso, dois fidget spinners.

Determine a probabilidade do Rodrigo retirar pelo menos um fidget spinner azul.

Apresente o valor pedido na forma de fração irredut́ıvel.
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6.2. Sabe-se que o tempo de rotação de um fidget spinner da mesma marca dos que o Rodrigo tem
segue uma distribuição normal de valor médio 2 minutos e desvio-padrão de 30 segundos.

O Rodrigo com a ajuda dos seus colegas de turma colocaram os 12 fidget spinners a rodar
em simultâneo.

Considere a seguinte expressão que representa o valor de uma probabilidade:

1−12 C11 × 0, 682711 × 0, 3173− 0, 682712

Redija, numa composição, um problema de probabilidade relacionado com esta experiência
aleatória, cuja resposta correta seja a expressão anterior.

FIM
Grupo I

Questão 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. Total

Cotação 5 5 5 5 5 5 5 5 40

Grupo II
Questão 1 2.1 2.2 2.3 3 4.1 4.2 5.1 5.2 5.3 6.1 6.2 Total

Cotação 15 15 15 15 15 10 15 10 15 10 10 15 160
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