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Grupo I

• Os oito itens deste grupo são de escolha múltipla. Em cada um deles, são
indicadas quatro opções, das quais só uma está correta.

• Escreva, na sua folha de respostas, apenas o número de cada item e a letra
correspondente à opção que selecionar para responder a esse item.

• Não apresente cálculos, nem justificações.

• Se apresentar mais do que uma opção, a resposta será classificada com zero
pontos, o mesmo acontecendo se a letra transcrita for ileǵıvel.

1. Na figura está representado um retângulo [ABCD] e os vetores
−→
AC e

−−→
AM , onde M é o ponto

médio de [DC].

A B

CD M

Qual das opções seguintes é igual a
−−→
AM ·

−→
AC?

(A) AB
2 − 1

2AD
2

(B) AB
2

+ 1
2AD

2
(C) AC

2
+ 1

2AB
2

(D) AC
2 − 1

2AB
2



2. Sejam a e b dois números reais positivos tais que a = 4b.

Qual das seguintes expressões é igual a log8
(
32a3

)
− log32

(
16a2

)
?

(A) 1 + 2b (B) 7
15 + 3

5b (C) 13
15 + 6

5b (D) 1 + 4b

3. Sejam f ′ e f ′′, de domı́nio R, a primeira e segunda derivada de uma função f , respetivamente.

Sabe-se que:

• a é um número real;

• P é o ponto do gráfico de f de abcissa a;

• a reta de equação y = 3 é tangente ao gráfico de f no ponto P ;

• lim
x→a

f ′(x)
x−a = 2.

Qual das afirmações seguintes é necessariamente verdadeira?

(A) a é um zero da função f .

(B) f(a) é um máximo relativo da função f .

(C) f(a) é um mı́nimo relativo da função f .

(D) P é ponto de inflexão do gráfico da função f .

4. Considere a função f , de domı́nio ]−1,+∞[, definida por f(x) = 3− log2 (1 + x).

No gráfico desta função, considere os pontos cujas abcissas são −1
2 , 0, 1, 7 e 15.

Escolhem-se, ao acaso, dois desses cinco pontos e desenha-se o segmento de reta que tem por
extremidades esses dois pontos.

Qual é a probabilidade de esse segmento intersetar a reta de equação y = 1?

(A) 0, 4 (B) 0, 5 (C) 0, 6 (D) 0, 7

5. Um dos termos do desenvolvimento do binómio
(

3√
x
− x2

2

)10
é um monómio cuja parte literal é

x10.

Qual é o coeficiente desse termo?

(A) 8505
32 (B) 688905

8 (C) 405
256 (D) −405

16

6. O João tem cinco livros, dois deles são iguais e os restantes três são diferentes.

O João vai colocar os livros numa prateleira uns ao lado dos outros.

De quantas formas o pode fazer de modo que os dois livros iguais não fiquem juntos?

(A) 24 (B) 120 (C) 36 (D) 96

Prova modelo n.o 2 Autor: Carlos Frias Página 2 de 7



7. Na figura está representado, em referencial o.n. xOy, parte do gráfico de uma função f , de
domı́nio R, e uma reta r.

O

r

f

−2

1

x

y

Sabe-se que:

• a reta r interseta os eixos coordenados nos pontos (−2, 0) e (0, 1);

• a reta r é tangente ao gráfico da função f no ponto de abcissa nula;

• a reta r é asśıntota obĺıqua do gráfico da função f quando x→ +∞.

Qual é o valor de lim
x→+∞

[
x
(
f
(
x−1

)
− 1
)

+ x
2f(x)

]
?

(A) 1
2 (B) 1 (C) 3

2 (D) 2

8. Na figura encontra-se representado a circunferência trigonométrica, a reta de equação x = 1 e o
triângulo [OPQ].

θOP

Q

Rx

y

Tal como a figura sugere:

• O é a origem do referencial;

• os pontos P e R têm coordenadas (−1, 0) e (1, 0), respetivamente;

• θ é a amplitude, em radianos, do ângulo ROQ, com θ ∈
]
−π

2 , 0
[
.

Qual das seguintes expressões representa a área do triângulo [OPQ]?

(A) cos θ
2 (B) − sin θ

2 (C) tan θ
2 (D) − tan θ

2
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Grupo II

Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver
de efetuar e todas as justificações necessárias.
Atenção: quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente
sempre o valor exato.

1. Em C, conjunto dos números complexos, considere w1 = ei
π
14 e w2 = 1

2 +
√
3
2 i e a região ξ do

plano complexo definida por:

1 ≤|z| ≤ 2 ∧
[
Im(z)×Re(z) ≥ 0 ∨

∣∣arg(z)
∣∣ < π

3

]
1.1. Represente num referencial a região ξ e determine a sua área.

1.2. Mostre que a imagem geométrica do complexo
[(w1)

7−i355]×ei
π
3

(w2)
3 pertence à fronteira da região

ξ.

P2001/2002

2. Num saco opaco estão bolas indistingúıveis ao tato, algumas bolas têm inscrito o número 1,
outras têm inscrito o número 2 e as restantes têm inscrito o número 3.

Considere a experiência aleatória que consiste em retirar, ao acaso, uma bola do saco e observar
o número nela inscrito.

Sejam os acontecimentos:

A: sair uma bola com um número ı́mpar inscrito;

B: sair uma bola com um número primo inscrito.

Sabe-se que:

• P
(
A|B

)
= 1

3

• P
(
A ∪B

)
= 7

9

Seja X a variável aleatória: número inscrito na bola retirada.

Construa a tabela de distribuição de probabilidades da variável aleatória X. Apresente os valores
das probabilidades na forma de fração irredut́ıvel.
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3. Considere a função f , de domı́nio R, definida por f(x) = 23−x.

Na figura, estão representados, em referencial o.n. xOy, parte do gráfico da função f e uma
sequência infinita de triângulos retângulos.

f

1 2 3 4 5 6O x

y

Sabe-se que:

• um dos lados de cada triângulo está contido no eixo das abcissas, de modo que os vértices
desse lado correspondem a pontos com abcissas inteiras consecutivas;

• um dos vértices de cada triângulo pertence ao gráfico da função f ;

• a sucessão (an) é a sucessão das áreas dos triângulos, sendo a1 a área do triângulo maior;

• a unidade do referencial é o cent́ımetro.

Prove, utilizando processos anaĺıticos, que a soma das áreas de todos os triângulos é igual a 4
cm2.

4. Considere a função f , de domı́nio R, definida por:

f(x) =


3− 3(x+ 1)e2x se x ≤ 0

x lnx se x > 0

Resolva os itens 4.1 e 4.2 utilizando processos exclusivamente anaĺıticos.

4.1. Mostre que f é cont́ınua em x = 0.

4.2. Estude a função f quanto à existência de asśıntotas não verticais do seu gráfico.

4.3. Considere, num referencial o.n. xOy, a representação gráfica da função f , o ponto A
pertencente ao gráfico de f com abcissa −3

2 e um ponto B que se desloca ao longo do
gráfico de f com abcissa b positiva.

Determine, recorrendo à calculadora gráfica, para que valores de b, abcissa do ponto B, é

que o ângulo formado pelos vetores
−→
OA e

−−→
OB é obtuso.

Na sua resposta, deve:

• determinar, analiticamente, a ordenada do ponto A;

• definir, em função de b, uma condição que traduza o problema;

• apresentar o(s) gráfico(s) visualizado(s) na calculadora e ponto(s) relevante(s) com
abcissa(s) aproximada(s) às centésimas;

• apresentar a resposta ao problema na forma de intervalo ou união de intervalos de
números reais.
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5. No referencial o.n. Oxyz da figura seguinte, encontra-se representado um quadrado [ABCD] e
uma pirâmide quadrangular regular cuja base está assente no quadrado [ABCD].

A

B

C

D

O

M

V

x y

z

Sabe-se que:

• O é a origem do referencial;

• o ponto A pertence ao eixo Oz e tem cota 3;

• o ponto B pertence ao eixo Oy e tem ordenada 4;

• os segmentos [AD] e [BC] pertencem aos planos xOz e xOy, respetivamente;

• os vértices da base da pirâmide são os pontos médios dos lados do quadrado [ABCD];

• o centro M da base da pirâmide é o centro do quadrado [ABCD].

5.1. Mostre que a reta MV é definida pela condição (x, y, z) =

(
5

2
, 2,

3

2

)
+ k (0, 3, 4) , k ∈ R.

5.2. Sabendo que o volume da pirâmide é igual a 25, determine as coordenadas do vértice V .

6. Na figura, estão representadas, em referencial o.n. xOy, o gráfico da função g, de domı́nio ]0, π[,
definida por g(x) = 4

(
sin(2x) + x

)
e um triângulo [ABD].

g

A

B

C

O

D

π
12

π x

y

Sabe-se que:

• A é o ponto do gráfico de g com abcissa π
12 ;

• os pontos A e C pertencem ao gráfico de g e as suas ordenadas são extremos relativos de g;
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• o ponto D tem a mesma abcissa do ponto C

• o segmento de reta [BD] é paralelo ao eixo das abcissas.

Resolva os itens seguintes utilizando apenas processos anaĺıticos.

6.1. Mostre que g′(x) = 4
(
3− 4 sin2 x

)
,∀x ∈]0, π[.

6.2. Prove que a área do triângulo [ABD] é igual a π
6

[
π + 2

(√
3− 1

)]
.

6.3. O gráfico de g admite um único ponto de inflexão. Justifique que a reta tangente ao gráfico
de g nesse ponto é definida por 4x+ y = 4π.

FIM

Questão 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. Total

Cotação 5 5 5 5 5 5 5 5 40

Questão 1.1 1.2 2 3. 4.1 4.2 4.3 5.1 5.2 6.1 6.2 6.3 Total

Cotação 10 10 15 15 10 15 15 20 10 10 15 15 160
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