1.1.

1.2.

Exame final nacional de Matemética A (2018, Epoca especial)

Proposta de resolu¢ido

Caderno 1

Como A e B sdo acontecimentos equiproviveis, temos que P(A) = P(B)
E como A e B sao acontecimentos independentes, temos que
P(AN B) = P(A) x P(B) = P(A) x P(4) = (P(4))*
Logo, como P (AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B), temos que:
0,64 = P(A) + P(A) — (P(A))* < (P(4))° =2 x P(A)+0,64=0

Finalmente, usando a férmula resolvente para equagoes do segundo grau, temos que:

—(=2) £ +/(-2)2—-4x1x0,64 2+£12
P4y = =22 \/(211 XX o P(A) = =% & P(A) =16 V P(4) =04
Como P(A) <1, entao temos que P(A) = 0,4 = 0,40
Resposta: Opgao B
Escrevendo a expressdo na forma z(t) = Acos(wt + ¢), em que A é a amplitude do oscilador

harmonico, temos:

x(t) = sen (7t) + cos(mt) = v/2 x g (sen (mt) + cos(mt)) = V2 (? x sen (mt) + ? X cos(nt)) =

=2 <cos% x sen (mt) + sen% X cos(wt)) = V/2sen <7rt + %) =V2cos (wt + % = g) =

T 27 s T 87 s
= V2cos (7rt+ Z_T) —\/icos <7rt— Z) —\/§cos <7rt— Z-l-I) —\/icos (7rt+ T)

Assim temos que a amplitude A do oscilador é v/2

Resposta: Opgao B



2.1.

2.2.

Determinando as coordenadas do vetor 075 e depois do vetor 7,
temos:

OP=P—0=(111) - (0,0,0) = (1,1,1)
T = —20P = —2(1,1,1) = (-2, - 2, - 2)
Assim, temos que as coordenadas do ponto () s&o:

Q=P+d=(111)+(-2-2-2)=(-1,—-1,-1)

No contexto do problema, como [OP] é um raio da superficie esférica (porque O é o centro da esfera

e P um ponto da superficie esférica), entdo o ponto @ = P —20P = P + 2]@ é o ponto simétrico
do ponto P relativamente a O, ou seja, [PQ)] é um didmetro da superficie esférica.

Como o ponto R pertence ao semieixo negativo das ordenadas, tem coordenadas da forma (0,yg,0),
com yr € R™. Assim, fazendo a substituicao na equacao da superficie esférica, podemos calcular o
valor de yg:

02 +yr?4+02=3 < 0+yr’+0=3 & yp=+V3

Como yr € R, as coordenadas do do ponto R sao (0, -3, 0)
Assim temos que, como O é a origem do referencial OF — (0,—v3,0) e OP — (1,1,1), pelo que:

O?H:\/O%L(f 2402=0+3+0=V3
075H=\/12+12+12:\/1+1+1=\/§

Logo, recorrendo a férmula do produto escalar vem:

— OR.0OP  (0,-v30).(1LL1) 0-v3+0 3
I T R

Logo, a amplitude do angulo ROC, em graus, arredondado as unidades, é:

AOC = cos™! (—\f) ~ 125°

Se pretendemos formar conjuntos com, pelo menos, trés pessoas de entre um conjunto alargado de cinco

pessoas, devemos considerar todos os conjuntos de trés pessoas, com todos os conjuntos de quatro pessoas
e ainda o dnico conjunto de cinco pessoas, ou seja:

SCs 420y 4°C5s=10+5+1=16

Resposta: Opgao D
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4. Como a soma dos dois 1ultimos elementos da linha do tridngulo de Pascal é 35, e o ultimo ntmero é 1,
sabemos que o pentltimo ntimero é 35 — 1 = 34. Logo os elementos desta linha sdo todos da forma 34Cy,,
pelo que esta linha do tridngulo de Pascal tem 35 elementos (3*Cy; 34Cy;34Co;34Cs; ... ;34 C3y)

Como se trata de uma linha com um ntmero impar de elementos, e pela simetria do triangulo de pascal
podemos dividir estes elementos em dois grupos de 17 elementos (iguais dois a dois) e o nimero que ocupa
a posicao central, diferente de todos os restantes.

Assim, escolhendo, ao acaso, dois elementos desta linha, podemos formar 3°Cy pares de nimeros (ca-
sos possiveis), sendo que apenas 17 destes pares sdo compostos por nimeros iguais (casos favordveis), ou
seja, o valor da probabilidade, na forma decimal, arredondado as centésimas, é :

17

@ = 0,03

5. Como z é a distancia, em metros, do ponto F' a reta OC, designando por zg a distancia, em metros, do
ponto G a reta OC, temos, de acordo com os dados do enunciado, que:

e xg=3Xxzx

e 0 tempo que o ascensor demora a percorrer o arco que vai de F' até G é t(xg) — t(x), pelo que:

t(zg) —t(x) =3 x t(z) & t(zg) =3 x t(x) +t(x) < t(\xs;/) =4 xt(x) & t(3z) = 4t(x)

3z

Assim, visualizando na calculadora grafica os gréaficos das
fungdes t(3z) e 4t(z), numa janela compativel com o I
dominio da funcao t, reproduzido na figura ao lado, e
usando a fungao da calculadora para determinar valores 4t(z)
aproximados das coordenadas do ponto de intersecao de
dois graficos, obtemos o valor aproximado (as décimas)
da abcissa do ponto de intersegao, ou seja, a distancia,
em metros, do ponto F' a reta OC"

T~ 18,7

W

6. Sabemos que, como i® 4+ i! +i%2 +i3 =14+i—1—14 = 0 e como i" = " (Vn € N), entdo a soma de
quaisquer quatro parcelas consecutivas é nula.

O valor pedido é a soma de 2019 parcelas (porque incluf i®), pelo que, como 2019 = 4 x 504 + 3, te-
mos que:

P+t 2 i3 it 405 48 4. 2017 2016 4 2017 4 2018 _ 40 4 g1 2 1=
N——
0 0

Resposta: Opgao A

©
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7. Determinando uma expressao de u,y1 — u, temos

(mn+1)+5 n+5 n+6 n+5 (n+6)(n+3)— (n+5)(n+4)

Un — Up = - = = =
i m+1)4+3 n+3 n+4@mi3 N+ 3ma (n+4)(n+3)

B n?+3n +6n+ 18 — (n2+4n+5n+20) _ n? +3n+6n + 18 —n? —4n — 5n — 20 _
(n+4)(n+3) - (n+4)(n+3) B
_ 9n+18-9n—20 2
~ (n+49(n+3)  (n+4)(n+3)
Como n > 0, temos que (n + 4)(n + 3) > 0, e como o quociente de um niimero negativo (-2) por um
positivo ((n + 4)(n + 3)), é sempre um valor negativo, temos que

Upt1 — Uy < 0,Vn €N

Ou seja, (u,) é uma sucessao mondtona decrescente.

8. Como P(AUB) <1e P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B), temos que:
P(A)+P(B)—P(AnNB)<1 & 06+0,7—P(ANB)<1 & 13—-PANB)<1 &
—-P(ANB)<1-13 & —P(ANB)<-03 & P(ANnB)>0,3
Assim, usando a defini¢do de probabilidade condicionada e como P(A) = 0,6, vem que:

P(AnB) _ 0,3

P(ANB)>03 >
( V203 ¢ =5 206

o P(BJA) > 2 & P(B|A) >

1
2

W

9. Escrevendo a equacao da reta r na forma reduzida, para identificar o valor do declive, temos:

—ax — 1 a 1 . a
_ y:—f:c—i,eassnnmr:—f

ax+2y+1=02y=—ar—-1 & y= > & >

Calculando o valor do declive da reta s, através das coordenadas do vetor diretor, vem:

_2a

M =F))

a
Como as retas r e s sao paralelas, os respetivos declives sao iguais, pelo que podemos calcular o valor de
a:

M, = Mg <:>fg:2<:>—a:2x2<:>a:—4

Resposta: Opgao A
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10.

10.1.

10.2.

Caderno 2

Identificando as coordenadas de um vetor diretor da reta r, temos:

x—1 33—y

z—1 —(-34+y) =z r—1 y—-3 =z
T2 T 5 3% 72 T 5 "3

2 5

[SLNIRN)

Ou seja, um vetor diretor da reta r é U = (2,—5,3)ecomo3zr —22—3=0 < 3x+0y—22—-3=0
entdo um vetor normal do plano a é ¥ = (3,0, — 2)

Calculando o produto escalar dos dois vetores temos:
.7=1(2,—-53).(3,0,—2)=2x3-5x04+3x(-2)=6—-0—-6=0
Como 4 . ¥ = 0, ou seja, os vetores sao perpendiculares, ou seja, a reta r e o plano « sao paralelos.

Considerando um ponto da reta r, por exemplo o ponto de coordenadas
(1,3,0) podemos averiguar se o ponto também pertence ao plano «:
3(1) —2(0) -3 =0 & 3—-0—-3=0 < 0 = 0 Assim, como a reta
r é paralela ao plano o e um ponto da reta também pertence ao plano,
podemos concluir que r esta contida em «

Resposta: Opgao D

Considerando, por exemplo a fungao g definida pelo grafico reproduzido na figura ao lado, e com-
pativel com as condigoes do enunciado, podemos verificar que:

Y
e a fungdo tem um zero (f (%) = 0)
1
e a fungdo é limitada (|f(m)| <1,Vz e [071])

e a fun¢do tem um méximo (f(ac) < f(0),Vz € [0,1])

~

Assim, de entre as afirmagbes apresentadas, a unica que nao
pode ser rejeitada com o exemplo da funcao f, é a de que a
funcdo g nao é continua.

Resposta: Opgao D
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11. Como —16 = 16€*™) resolvendo a equacdo z* 4+ 16 = 0, temos que:
4 B 4 . 4 o 4 Z—(fr+2k1'r)
24+16=0< 2*=-16 & 2=+v-16 & z=+V16e'\" = /) ke {0,1,2,3}
Ou seja, temos 4 niimeros complexos z tais que z* + 16 = 0:
.k:()—)Zl:\/ 6(1)—26(
e k=1 2=+ 16ei(72%) = 26i(*F)
o k=2 — 23 = V16! (%) = 268(°F) = 96i(—7F)
o k=3 — 2, = ¥16e(TF") = 2¢(F) = 2¢i(-%)
Como Re(z) < 0 < (—7r < Arg(z) < —g \Y g < Arg(z) < w), os elementos do conjunto A sdo os
nimeros 2 € 23, Ou seja:
, 3 3
° 2 :261(37) 2 cos—ﬂ-—l—isen—7T :2(—cosz+isenz> = —£—|— £ =2+ 2
4 4 4 4 2
(5w 5 5 2
o 23 :261(57) =% (cosz—i-isenI) :2(—008% —isen%) =) <—\2[ — {) \[—fl
12.

12.1. Da analise da tabela de distribui¢ao de probabilidades da varidvel X podemos verificar que:

8
PX=1)=—
27
Como o produto dos niimeros saidos nos trés langamentos do dado é 1, o que ocorre apenas se sair face
numerada com o nimero 1 em todos os langamentos, designado por n o nimero de faces numeradas

com o numero 1 no dado, temos que:

n n n TL3 n3

( ) =6%6%6 " & 216

Desta forma podemos calcular o valor de n, resolvendo a equacao:

n® 8 3 8x216 5/23 x 63 2x6 2x2x3 4
216 27 27 33 3 3

Resposta: Opgao C

12.2. Calculando o valor do limite, vem que:

AN 2A™ 2 (1 (12 2)" 2
(n+2)2” " n N R S ™ <62>2
m =lim | ———% N 7 | =

1 1 o 1 1\®
n+ n<1+> 1+— lim<1+>
n n n

Resposta: Opgao C
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13. Para estudar o sentido das concavidades do grafico e a existéncia de pontos de inflexao, comecamos por
determinar a expressao da primeira e depois da segunda derivadas:

o fl(z)=(a* —|—61nx)/ = (w?’)l + (61nx)/ = 322 —|—6(lnx)/ =322 +6 x % = 322 —&—g

o f"(z)=(f'(2) = (3902 + 2>I = (32%) + (2)/ —oxge g B X2 _26 x (@) _

x

Oxx—6x1_ 6
T2 0T

= 6z +
Como os pontos de inflexao sdo zeros da segunda derivada, vamos determina-los, no dominio da funcgao,
ou seja, para z € RT:

6 6x 6 623 6 62> — 6
" _ _ _ _ _ _ _ _ 3 _ @/ —
f(x)=0 & 6x ;2_0@713;2 —x2_0<:> 2 x2_0<:> = _Ow<§>06x 6=0 <

6
@6x3:6©x3:6<:>x=\3/1<:)x:1

Assim, estudando o sinal da segunda derivada para relacionar com o sentido das concavidades, vem:

43 0 1 +o00
623 — 6 | n.d. = 0 +
z? n.d. 4F oI 4k
f’(z) | nd. — 0 +
f(z) n.d. 7N | Pt L N—

Calculando a ordenada do ponto de inflexao, temos que:
f()=1*+6In(1)=1+6x0=1
Logo, podemos concluir que o grafico de f:

e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo ]0,1]
e tem a concavidade voltada para cima no intervalo [1, 4+ oo|

e tem um tnico ponto de inflexdo cujas coordenadas sao (1,1)
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14.

14.1. Para mostrar que a fungao h é continua em x = 0, temos que verificar que h(0) = lim h(z) = 1im+h(x):
z—0~ z—0

e lim A(z) = lim

z—0~ z—0~

olimh(x):lim(ez): 2 :1:1
z—0+ z—0+ \x + 1 0+1 1

sen’z \  sen?(0)

(i) = 9 -

= 0 (Indeterminagao)

) sen’x ) senz x senx 22 ) senx  senzx z?
lim (—— )= lim [ ———— x — | = lim X X = | =
z—0- \ sen (x2) z—0~ sen (x2) % x>0~ \ X % sen (z2)
) sen ) sen . z? ) z? ) x2
= lim ( ) x lim ( ) X lim [ —— ) =1x1x lim (——— )= lm ( —/—
z—0- \ T z—0- \ X z—0- \ sen (z2) z—0- \ sen (z2) z—0- \ sen (z2)

Lim. Notédvel Lim. Notéavel

(fazendo y = 22, temos que se z — 0~ entdo y — 0T)

lim 1

=1 = lim N S L .
© y—s0- \seny /) y—o- | S | (seny) 1
lim ( —=
Yy y—0~ Yy

Lim. Notavel

Assim, temos que, como lim h(z) = lim h(x) = h(0), a funcéo h é continua em z =0
z—0~ z—0t

T
14.2. Como a fungéo h é continua (é continua no intervalo [_5’0[ porque resulta do quociente e do pro-

duto de fungdes continuas, é continua em x = 0, de acordo com o item anterior, e é continua no
intervalo [0, + oo[ porque é o quociente de fungdes continuas), entéo o gréfico de h ndo admite qual-
quer assintota vertical.

™
Como o dominio da fungao é [—g, + o0 [, s6 poderd existir uma assintota obliqua quando z — 4oc.

Desta forma, vamos averiguar a existéncia de uma assintota de equacao y = mx + b:

e
h xr xr

m= lim —2< = lim —% +1 _ lim 5 = lim € =

r—+oo I T—+00 €T z—+ooxr“ + I r—+00 9 1 i l

a5
. e” . 1 1
= Iim — x lim ——— =400X ——— = 400 X =400 X 1=400
T—+oox T—+00 1 1 1+0
~————— 14+ — 14+ —
Lim. Notdvel z +00
h(z)

Assim, como lim

I nao é um valor finito, nao existe qualquer assintota obliqua do gréfico de h.
r—+00 I
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14.3. Comecamos por determinar a expressao da derivada da funcdo h, para x € [0, + oo[:

/ _ e* /_ (ex)’(:L‘—f—l) —e*(x+ 1) _ e*(z+ 1) — (1) B ez +1—1) B
h(x)_<”“) B CRR R N OV

ef(x)  xe®

T @+ 1?2 (@t1?

Calculando os zeros da derivada, no intervalo [0, + oo, vem:

xe”

EFEE 0 2"=0A (z4+1)*#0 < z=0V =0 =0

Prop. Verdadeira, >0 Impossivel
Como a derivada é continua e nao tem zeros no intervalo [0, 4 co[, tem sinal constante neste intervalo.

1xel e

Podemos verificar que é positiva, (por exemplo, f'(1) = FE =55 = z ),

e assim concluir que

h é estritamente crescente em [0, 4+ oo

Resposta: Opgao B

15. Considerando a monotonia da fun¢ao f no dominio definido {—%,%}, temos:

8]
|
olx
=

ol =3

f(@) | min | — | Méx | T~ n;in

Temos ainda que:

1(F) = (F) = (D)= %

- £(3)=es(3) =3

3 1 1
Como 5 < % entao 5 é um minimo absoluto, pelo que o contradominio da fungao f é [5,1]

Resposta: Opgao C
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16. Como ambas as retas passam na origem do referencial, ambas tém ordenada na origem nula, pelo que a
equagao reduzida da reta r é y = mx.

Assim, a ordenada do ponto P é:
Yyp =ma

Considerando os pontos P’(a,0) e Q'(0,a), a reta 7', perpendicular & reta r que contém o ponto O, e ainda
o ponto Q" , pertencente a reta r’, tal que OP = OQ", temos que:

e as dreas dos triangulos [OPP'] e [0Q'Q"] sao iguais (Ajopp) = Ajogo)

. . ~ 1 e . . 5
a reta r’ é definida pela equagao y = ——=x e por isso é simétrica, relativamente ao eixo Oy, a reta s
m
1
(definida pela equagao y = —z)
m

e as dreas dos triangulos [OQQ'] e [OQ'Q"] também sdo iguais, e assim, sdo ambas iguais & drea do
tridngulo [OPP’]

e como as coordenadas do ponto P sdo (a,ma), temos que as coordenadas do ponto Q" sdo (—ma,a)
e as coordenadas do ponto Q' sdo (ma,a)

Assim, considerando o ponto R(a,a) e o quadrado [OP'RQ’] temos que:

Ajorq) = Ajorre1 — Ao P~ Ajoaqr — Arpr) = y
s axma axma (a—ma)x (a—ma) s
= a — —_ —_ =
2 2 2
_ 2 9y ma? B (a — ma)? _
2 2
9 5 a?—2ma®+m2a®
=a’—ma® — =
2
2 2 2,2
—? et L2 T
2 2 2
2 22
=a? —ma®> — — +ma® — m2a =
a? mPa® >
“2 T2 T ‘
a? 9 X
= ?(1 —m”)
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