Exame nacional de Matemética A (2013, Epoca especial) @

Proposta de resolu¢ido

GRUPO 1

1. Temos que A e B s@o acontecimentos incompativeis, logo P(AN B) =0

Como P (AN B) = P(B) — P(ANB), e P(AN B) =0, vem que:
P (AN B) = P(B), pelo que P(B) = 0,55

Como P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(ANB), P(ANB)=0e¢ P(A) = 0,3, temos que:
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = 0,3 + 0,55 = 0,85

Assim, pelo teorema do acontecimento contrério, P (AUB) =1—P(AUB)=1-0,85=0,15

Finalmente, pelas leis de De Morgan, temos que:
P(ANE) =P (AUB) =015

Resposta: Opgao C

2. Esbogando a representagao da representagao geométrica das probabilidades dos trés acontecimentos, vem:

Acontecimento [ Acontecimento J Acontecimento K

| | | N
4

11,5 12 z 11,5 16.5 * 9 115 z

Assim podemos afirmar que o acontecimento I é o mais provavel e o acontecimento J, o menos provavel,
pelo que:
P(J) < P(K) < P(I)

Resposta: Opgao A
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3. Para que a comissao seja mista, deve ter pelo menos um rapaz, e como deve ter mais raparigas que
rapazes, entao o nimero de comissoes diferentes que se podem formar pode ser calculado como a soma
de comissoes diferentes relativas a composicoes de dois tipos:

e 3 raparigas e 2 rapazes
Como a ordem ndo é relevante podemos escolher 3 raparigas do conjunto das 15, de °Cy formas
diferentes e podemos escolher os 2 rapazes de " Cy formas diferentes, logo existem 1°C3 x 7Cy comissoes
deste tipo

e 4 raparigas e 1 rapaz
As comissoes deste tipo sdo 15C) x 7 que correspondem a escolher 4 das 15 raparigas e 1 dos 7 rapazes,
sem considerar a ordem relevante.

Assim, o nimero de comissoes diferentes que se podem formar, de acordo com as condi¢oes impostas, é:
1503 X 702 + 1504 x 7
Resposta: Opgao B

4. Determinando a expressao da segunda derivada vem:
@) = (f@) =(@+2)?) = @ +2x4z+22) = (16)' + (8z)' + (z2) =0+ 8+ 2z = 2z + 8
Calculando o zero da segunda derivada temos:
ff(x)=0 & 22+8=0 & 2r=-8 & x=-4

Estudando o sinal da segunda derivada para relacionar com o sentido das concavidades, vem:

T —00 —4 +o00
g// x) _ O +
g(z) 7N [P L NS

Logo, podemos concluir que grafico da fungao f tem um ponto de inflexdo de coordenadas (—4, f(—4))
Resposta: Opgao D

A afirmacao da opgao (A) é falsa porque existem objetos cuja imagem pela segunda derivada é nega-
tiva (z €] — oo, — 4]).

A afirmagéo da op¢ao (B) é falsa, porque apesar da primeira derivada ter um zero (z = —4), este nao estd

associado a uma mudanga de sinal.
A afirmacgao da opgao (C) é falsa porque o grafico de f tem um ponto de inflexao.

5. Como lim [f(z)+ 2z] =2, temos que lim [f(z)— (—2x)] = 2, o que significa que a reta de equagéo
T—r—0o0 rT——00

y = —2x + 2 é assintota do grafico de f, quando z — —o0
O tnico gréfico que admite a reta y = —2x + 2 como assintota é o da opgao (A).

Resposta: Opgao A

6. Simplificando a condigdo In(e™® — a) < 0, como a fungdo logaritmica tem imagens ndo positivas para
x €]0,1], temos:

Ine®—a)<0 & 0<e®—a<l & e?—a>0 A e?"—a<l & e¥>a AN e?<l+4+a &
& —z>Infa) AN —z<In(l1+a) & z<—-In(e) A z>—-In(l+a)

Assim, S = [-1In(1 4+ a), —In(a)]

Resposta: Opgao B
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7. Escrevendo (1 + i) na f.t. temos (14 ¢) = pcis@, onde:
o p=|(1+i)|=vVI2+12=/T+1=+2

1
o tgf = 1= 1; como senf >0 e cosf > 0, 6 é um angulo do 1° quadrante, logo § = %

Logo (1+14) = \/ﬁcis%

Pela férmula de Moivre para a poténcia temos que:

2013
Como w = (1+i)28 = (VZeis ) =v2" cis (2013 7) = V2" cis

Assim:

2013w (4x 5034+ 1) 4x50374+7  4x503r 7

arg (w) = —— = 4 4

™
Descontando as voltas completas temos arg (w) =7+ — =

47 77_51

4+4 4

+ 7 =503m+ 7

20137

4

4

Ou seja, a representagdo geométrica de w é um ponto do 3° quadrante que pertence a bissetriz dos

quadrantes impares, pelo que Re(z) = Im(z)

Resposta: Opgao D

8. As operacoes " multiplicar por i e "transformar no
conjugado”  correspondem geometricamente a “fazer

s

uma rotacao de centro em O e amplitude 7 radianos”

”encontrar o ponto simétrico relativamente ao eixo real”,

respetivamente.

Assim, se considerarmos as operacgoes inversas, pela
ordem inversa, a partir da imagem geométrica de z,
(como indicado na figura), obtemos como resposta a

imagem geométrica de zo.

Ou, dizendo de outra forma, se w = z9, temos que

W=Z3=2 € i Xxw=1x2z2 =2z, peloquew= 2.

Resposta: Opgao C
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1.1.

1.2.

GRUPO 11

5 T V3 51 T 1
Como cosf = —C0S— = ——— esen — = sen — = — vem que:

6 2 6 6 2
1
1+2¢cis<56”> — 142 <—\g§+ix2> 1B+ =1—+3i—1=—3i =+3cis (—g)

Escrevendo 1 + v/3i na f.t. temos 1 + /3i = pcisf, onde:

e p=14+3i|=/12+ (vV3) = vIT3=vi=2
V3

o tgl = Sl 3; como senf >0 e cosf > 0,  é um angulo do 1° quadrante, logo 6 = %

Assim 1+ v/3i = 2cis%

1+ /3 2cis§ 2 cis(w ( 7r>) 2x+/3 . (7r 7T):

Logo z1 = = — = = ——(—=))=————F=cis (=-+ =
14 2icis (?) V3cis (*5) V3 3 e V3 x V3 S A
2v3 . (2r 3w 2v3 _ br
=—=0C8 | —+—/— | =—F—¢C8s—
3 6 6 3 6
z cis 6 1 5T 3 5T
Se z = cisf, entao — = = cis |0 — — | =—=cis [0 — —
ot (-5 -y (0-3)
3 6 3
E como zi é numero real negativo, entao arg (;) =m+ 2kn, k € Z, logo temos que:
1 1
5 5 6 5 11
9——7T:7r+2kﬂ' & 9:7T+—7T+2k7r & 9:—7T+—7T+2kﬂ' & 9:—7T+2kﬂ'
6 6 6 6 6
117

Como 6 € [0,27[, entdo k =0e § = 5

Sabemos que |Zz| = |22| e que arg (z3) = —arg (22), logo Z3 = v/2cis (—112)

Assim, temos que o poligono regular pode ser decomposto em
n tridngulos isdsceles, congruentes com o tridngulo OAA’, em
que o ponto A é a imagem geométrica de 29 e A’ é a ima- Im(z) o
gem geométrica de Z3. Como a amplitude do angulo AOA’ é
T m
2 x — = —, sabemos que:
12° 6 E
2T X 6
=

T —n & 12=n
n 6 T

Assim temos que zy (e também Z3) sdo raizes de indice 12
de w, ou seja w = (22)'2, logo usando a férmula de Moivre e
escrevendo o resultado da poténcia na f.a., temos:

w = (29)"? = (\/icis (%))12 = (V2)'%cis (12 X %) = 64cisT = —64
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2. Considerando a experiéncia aleatéria que consiste em escolher, ao acaso, uma lampada produzida nessa
empresa, € 0s acontecimentos:
F:<A lampada escolhida é fluorescente>
T:<A lampada escolhida tem a forma tubulars
Temos que P(F) = 0,55, P(T|F)=0,5¢e P (T|F) =0,9

Assim, organizando os dados numa tabela obtemos:

P(F)=1-P(F)=1-0,55=045
P(TNF) = P(F) x P(T|F) = 0,55 x 0,5 = 0,275

e P(TNF)=P(F)-—P(TNF)=055-0,.275=0,275 F I3

e P(TNF)=P(F)xP(T|F) =045 x 0,9 = 0,405 T 0,275 0,32
e P(T)=P(TNF)+P(TNF)=0,275+ 0,405 = 0,68 T 0,275 | 0,405 | 0,68
e P(T)=1-P(T)=1-0,68=0,32 055 | 045 1

Assim, calculando a probabilidade de, ao escolher, ao acaso, uma lampada produzida nessa empresa, €ela
ser fluorescente, sabendo que tem a forma tubular, e escrevendo o resultado com arredondamento as
centésimas, temos

3.1.
3.2.

P(FNT) 0275
P(T) ~ 032

P(F|T) = ~ 0,86

Existem 12 bolas numeradas de 1 a 12 e s6 duas delas tém um nimero miltiplo de 5 (a bola com o
ndmero 5 e a bola com o nimero 10).

Assim, ao retirarmos 3 bolas, podemos ter 0 bolas numeradas com multiplos de 5, apenas 1 bola
numerada com um nimero miltiplo de 5 ou 2 bolas numeradas com ntimeros muiltiplos de 5.
Assim, calculando as respetivas probabilidades temos:

2 e e L
PP == Bl ol
Logo a tabela de distribuicao de probabilidades da variavel aleatéria X é:
a8 0 1 2
9 1
PX=2) T % |3
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3.3. Como as sucessivas extragoes das bolas sao feitas repondo a bola extraida anteriormente, cada re-
peticao da experiéncia é feita de forma independente das restantes.
Definindo o acontecimento <registar nimero multiplo de 8> como sucesso, este acontecimento tem
probabilidade nao nula em cada repeticao da experiéncia e como as repeticoes sao independentes, a
probabilidade é constante em cada uma delas.

Assim, para a aplicagdo do modelo binomial (P(X =k)="Cyp* q"*k), como o Joao fard extragoes
sucessivas até ter registado 8 elementos, temos que a experiéncia serd repetida 8 vezes (n = 8).
Como definimos o acontecimento <registar numero miltiplo de 8> como sucesso, temos que a pro-

4 1
babilidade é p = — = = (das 12 bolas, 4 sao miiltiplos de 3: M3 = {3,6,9,12}).
1 2

12 3
Logo a probabilidade do insucesso é g =1— - = —.

Como se pretende calcular a probabilidade de que nas 8 experiéncias, sejam registados exatamente 5
vezes numeros multiplos de 3, temos que k = 5.

Assim, temos que:

4. Como o declive da reta tangente ao grafico da fungao, em cada ponto, é dado pela funcao derivada, vamos

determinar a expressao analitica da fungao derivada:
1

1

f'(x) =(Inz +cosx — 1) = (Inz) 4 (cosz) — (1)) = — + (—senz) — 0= — — senx
x 78

Como o declive de uma reta é dado pela tangente da sua inclinacao,

temos que: m = tg% =1 )

Logo a abcissa do ponto A é a solugdo da equagao:

1
f@)=1 & = —senz=1
7
Assim, visualizando na calculadora gréfica o gréfico da fungao f’
e a reta y = 1, numa janela coerente com o dominio da funcgao f 1 I
(0 < z < m), (reproduzido na figura ao lado) e determinando a
intersecao das duas, obtemos os valores aproximados (as centésimas)

|
‘ A
das coordenadas do ponto: 7(0,63;1,00). ol o 63 \/ p o

Ou seja o valor aproximado as centésimas da abcissa do ponto A, é
0,63
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5.1. Sabemos que f(0) =Ink

Calculando lim f(z) temos:

x—0~
2 X 3x
3x 2 2x
li = lim ——— = lim —%——=1i R S,
Lxm fle) = lim o = I e x:%l( 2 ezw_l)
3 . 2x 3 . 1 1
= —— X lim = —— X lim = =" x 5 —
z—0—e2% — 1 2 z50- e -1 . @B=1
lim
2x z—0- 2T
(se y = 2z, como x — 0~ entdao y — 07)
3 1 3 3
T T e 1T 21T T
lim
y—0- Y

Lim. Notével

Assim, para que lim f(z) = f(0), temos que:
z—0~

e

3
—Ezlnk s k=e"
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5.2. Comegamos por determinar a expressao da derivada da fungdo, para x €]0, + oof

o
(5 (c2) - 0 (o ) -2 o

rz+1
(6z) (x +1) — (6z)(x + 1) 6(z+1) — (62)(1+0)
1 @+ 17 1 CES
B 6x T 9 6x -
z+1 z+1
6(zx+1)— 6z 6x + 6 — 62
1l e+1 1 e+ 16 1 1
2 6x 2 6x 2 6z(z+1) 2 z(x+1)
Determinando os zeros da derivada em ]0, 4 oo[, vem:
1 1 1 1
=0 & - =—— & =2 & 2° -2=0 &
2 z(xz+1) 2 z(z+1) ~~ (@ +1) S
z(z+1)#0
1+ /12— 4(1)(-2)
& T = &S rz=1Ve=-2

Como —2 ¢]0, 4+ o[, 1 é o tinico zero da derivada em |0, + oo
Estudando, neste intervalo, a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da
funcao, vem:

T 0 1 +00
f'(x) - 0 +
f(z) — min | —

Assim, podemos concluir f(1) é um extremo relativo da funcao f em |0, 4+ ool.
Calculando f(1) temos:

f(1)=;—ln<16(+1)1> :;—ln(g> :;—ms:ln(e%)_1n3=1n(\/é)—1n3=1n<\f)

43
6. Como y = 2x — 1 é assintota do gréfico de g, e o dominio da funcio g é R™, temos que lim @ =F)

x—+oc0 I
Como o dominio da fungao h é RT, vamos calcular o valor de hrll h(z):
T—r+00

lmhm=hm““TW=nm<1—WWj:hm1_hmbwf:

T—+00 x—+00 €T z—4oo \ 12 x2 z—+o00 12 o400 2

2 2
1
= — — lim [(*q(x)> ] :0—( lim gw) = 22— 4
400 T—+00 €T r—+oco I
Como lim h(z) = —4, o grifico de h tem uma assintota horizontal.

T—+00
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7.1. Vamos considerar DA a medida da altura do triangulo ¢ EC a medida da base.
Sabemos que CA = 1, porque é a medida do raio da circunferéncia.

D C
Como [CA] é a hipotenusa do tridngulo e [DA] o cateto oposto ao angulo =z,
usando o seno do angulo temos que:
D DA -
senr = —— < senx=—— < DA= senx
CA 1 A
Por outro lado, como [DC] é o cateto adjacente, usando a defini¢ao de cosseno, temos:
DC DC —
coOst = ——— & cosx=—— < DC=cosz
CA 1
Como ED = 6 temos que: - o
EC=ED+DC & EC=6+coszx
Logo, calculando a drea do tridangulo, obtemos:
EC x DA (6+cosz)(senz) 6senz + senx cosw Sen & cos T
Alagc) = 5 = 5 = 5 =3senz + —5

Como sen (2x) = 2sen x cos x, podemos escrever:

2senx cosx

A[AEC]:ZBsenx—i—W:?)S(enx—i— 2

sen (2z)
2 2

1
= 3senz + =3senx+isen(2x)

m T 1 us
7.2. Como a funcio f resulta de operacoes sucessivas de | f (*) = 3sen (E) + 7% (2 X 7> =
fungoes continuas em R, é uma funcao continua, e, por . 1 .
isso, também é continua em {%,%} = 3sen (f) + —sen (—) =

Como 1,72 < 2 < 2,37, ou seja, f(%) <2< f(%), ~ 1,72
entao, podemos concluir, pelo Teorema de Bolzano, que

g ™ 3 m 1 550 EN
existe ¢ € ]E’Z [ tal que f(c) = 2, ou seja, que a equacio | 4 (Z) = osen (Z) T g sen ( x Z) -

f(z) = 2 tem, pelo menos, uma solugédo em } %72 [ =3sen (=) + 1 sen E) —
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