Exame nacional de Matemética A (2011, Epoca especial) @

Proposta de resolu¢ido

GRUPO 1

1. Considerando a experiéncia aleatéria que consiste em escolher, ao acaso, um jovem inscrito no clube, e os
acontecimentos:
A:<O jovem pratica andebol>
F:<0 jovem pratica futebol>
Sabemos que existem 28 jogadores que jogam apenas futebol e 12 que jogam futebol e andebol, ou seja,
o numero total de praticantes de futebol é de 28 + 12 = 40
De entre estes, apenas 12 jogam andebol, pelo que a probabilidade de selecionar ao acaso um jovem
inscrito, de entre os praticantes de futebol, e ele também jogar andebol é
12 3
P(A|F) = 010

Resposta: Opgao B

2. Usando o modelo binomial (P(X = k) =" Cj, p* ¢" "), temos que n = 5.

Para o acontecimento I, p =q = 5 ek=2.

1 5
Para o acontecimento J, p = 5’ pelo que ¢ = G ek=2.

Assim, temos que:

1\? /1\? 1\* 10 5
= = 5 — — = — = —= — )
o P(I)=P(X =2) =%, <2> (2) 10 (2) 5 = 1g ~ 031

5 11
e P(I)=1-P(I)=1 6= 16~ 069
s 1\* /5\° 5
10 x 5
e P(J)=1-P(J)=1- = 0,84

Logo o acontecimento mais provavel é o acontecimento J.

Resposta: Opgao D



3. Como A e B sao acontecimentos incompativeis, temos que AN B = (), ou seja, P(ANB) =0
Pelas leis de De Morgan temos que P (Z N E) =03 < P (A U B) = 0,3, e assim
P(AUB)=1-P(AUB)=1-03=0,7

Como P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANnB) & P(AUB)+ P(ANnB)— P(A) = P(B), calculamos o
valor de P(B), substituindo os valores conhecidos:

P(B)=0,74+0—0,5=0,2

Resposta: Opgao A

4. e Como lirf f(x) =1 entdo a reta de equacao y = 1 é assintota do grafico de f
Tr—r+00

e Como lim (f(z)4+2z)=0 < lim (f(z)— (—2z)) = 0 entdo a reta de equagdo y = —2x + 0 é
T—>—00 T—>—00
assintota do gréfico de f

Logo as assintotas do grafico de f sao definidas pory=1e y = —2z

Resposta: Opgao C

5. Determinando a expressao da primeira, e depois da segunda derivada, temos:
f'(x) = (az® — 1) = 2ax + 0 = 2ax

f'(z) = (f’(a:))/ = (2ax) = 2a

Como o grifico de f” é a reta de equacdo y = 2a, e pela observacdo do grafico, podemos constatar que
2a < 0, logo a < 0.
Assim, das opgoes apresentadas, apenas o valor —3 é compativel com a condigao a < 0.

Resposta: Opgao D

5
6. Como se trata de um circulo trigonométrico, o ponto B tem coordenadas B (cos ?ﬂ, sen ;T), porque o
2
segmento [OB], define com o semieixo postivo Oz um angulo de 7 + % = ?ﬁ radianos.
Podemos considerar como a medida da base do triangulo OA =1 e Yy
o valor absoluto da ordenada de B como a medida da altura: T
o T V3 V3
lyg| = |sen —| = ’fsenf’ = e || = =
3 3 2 2
A leuland d 1 Y
. , tria :
ssim, calculando a drea do tridngulo vem A /a .
_ L3 \ I 7
A _OAx|ysl X3 V3 altura
[0AB] = 5 = 5 T 1
- B
Resposta: Opgao A
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7. Para que z; seja igual ao conjugado de 29, tem que se verificar a condigao
Re(z1) = Re(z2) A Im(z1) = —Im(z2)

Logo:
Re(z1) = Re(z2) 3k+2=3p—14 3k+6=3p k+2=p
= = =
Im(z;) = —Im p=—(2—5k) p =5k —2 k+2=5k—2
k+2=p k+2=p 1+2=p 3=p
<~ 54 = 54
2+2=5k—k 4 =4k 1=k 1=k

Resposta: Opgao B

8. Sendo a imagem geométrica de w o vértice A do octégono, designemos por z a imagem geométrica do

vértice C' do octégono.

Como os dois niimeros complexos sao raizes de indice 8 de um
mesmo numero complexo, temos que |w| = |z|.

Como o octégono estd centrado na origem, e tem oito la-

2
dos, o dngulo AOB tem de amplitude = % radianos. Como o

angulo BOC' tem a mesma amplitude temos que o angulo AOC

tem de amphtude -+ Z § radianos.
Ou seja arg(z) = arg(w) + g, e como |w| = |z| podemos
afirmar que z = w X ¢
Resposta: Opgao C
GRUPO II

1.1. Como §4n+2014 — jant4x53+2 — ja(n+53)+2 — 42 — 1 temos que z; = 2+ V3i + (—1) = 1 ++/3i

Escrevendo z; na f.t. temos z; = pcisf, onde:

o p=lul=y12+vF =vit3=va=2

V3

o tglh = T = V/3 como senf >0 e cosf > 0, § é um angulo do 1° quadrante, logo § = T

. . N 22 . N
Assim z; = 2cis 37 e como /z = z1, recorrendo & férmula de Moivre para a poténcia, temos que:

z:(zl)3:(2(:isg>3 3 cis (3X§):8cis7r:—8
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1.2. A opcao (I) nao representa a regiao definida pela condigdo porque nao satisfaz a condigao
g < arg(z) < 2.

Os nuimeros complexos que verificam esta condigao tém as respetivas representacoes geométricas nos
2°, 3° e 4° quadrantes, ao contrario dos pontos assinalados na opgao (I).

A opgao (II) nao representa a regido definida pela condigido porque néo satisfaz a condi¢ao

2| 2 |z — 2.

Os numeros complexos que satisfazem esta condigao tém as repetivas representacoes geométricas no
semiplano delimitado pela bissetriz do segmento de reta [OC] e que contém o ponto C, ou seja os
pontos cuja distancia a origem é nao inferior a distancia ao ponto C'. Os pontos assinalados na opcao
(IT) estao mais perto da origem do que do ponto C.

A opcao (IIT) nao representa a regiao definida pela condigdo porque nao satisfaz a condic¢ao

|z — 29| < 1.

Os numeros complexos que verificam esta condi¢do tém as respetivas representagoes geométricas no
interior da circunferéncia de raio 1 e centro em C, e alguns pontos assinalados na opgéo (IIT) estao
no exterior desta circunferéncia (pertencem ao interior da circunferéncia com o mesmo raio, mas
centrada na origem).

Logo a opgao correta é a opgao (IV).

2. Temos que:

P(ANB|B) :P ((A;(;}) i B) Definigao: P(X|Y) = %
P((AUBSHB) . L
= (B Leis de De Morgan: X NY = X UY
P ((Zm B§ U (Em B))
__PB
:P(}fl(g)B) BNB=peXUl=X
=P(A|B) Definigio: P(X|Y) = %

Logo, se P(B) # 0 entdo P (AN B|B) = P(A|B) g.e.d.

3.1. Se considerarmos o bloco das trés cartas como um elemento tnico, temos um conjunto de 11 ele-
mentos (o bloco das 3 figuras e as restantes 10 cartas) para serem dispostos em 11 posigoes, ou seja,
1A, = P = 11! disposicoes diferentes.

Por cada uma das disposi¢oes anteriores, temos que considerar, adicionalmente, as trocas possiveis
das 3 figuras no bloco das 3 cartas, ou seja, 3As = P; = 3! trocas possiveis.

Assim, o numero de sequéncias diferentes que é possivel construir, de modo que as trés figuras

fiquem juntas é
11! x 3! = 239 500 800
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3.2. Ao retirar 4 cartas de um conjunto de 13, podemos obter '3C, conjuntos diferentes de 4 cartas
(entendendo a extracdo simultinea, e por isso, considerando irrelevante a ordem), ou seja, *Cy é o
nimero de casos possiveis.

Como, obter pelo menos duas figuras, significa, obter 2 figuras ou obter 3 figuras, podemos calcular
o numero de casos favoraveis, como a soma dos nimeros de casos relativos a duas situacoes distintas:

e Retirar 3 figuras e uma das outras cartas.
Nesta situacdo, existem 3C3 x0 C; =1 x 10 = 10 conjuntos diferentes.

e Retirar duas figuras e duas das outras cartas.
Nesta situacdo, existem 3Cy x 1% Cy conjuntos diferentes, correspondentes a selecionar as 2 figuras
de entre as 3 existentes e 2 das restantes 10 cartas.

Assim, a probabilidade de, ao retirar, ao acaso, 4 das 13 cartas do naipe de copas, obter pelo menos

duas figuras, é
1043Cy x1°Cy 29
13C, 143

4. Como a miquina agricola funcionou durante 20 minutos e, nesse periodo de tempo, consumiu 2 litros de
combustivel, logo a quantidade de combustivel que existia no depdsito no momento inicial era a quantidade
medida ao fim de 20 minutos acrescida dos 2 litros consumidos, ou seja,

Q(0) =Q(20) +2 « Q(0) — Q(20) =2
Logo, determinando o valor de k, temos que
Q(0) — Q(20) =2 & 12+ logs(81 — k x 0%) — (12 4 logs(81 — k x 20%)) =2 &

< 12 + logs(81 — 0) — 12 — log4 (81 — 400k) = 2 < logs(81) — log4(81 — 400k) =2 <
© 4 logy(81 — 400k) = 2 < —logs(81 — 400k) = 2 — 4 & logy(81 — 400k) = 2

72 9
32 =81 —400k <400k =81-3> @ k= — & k= —
< < TP 300 T " TR0
5.1. Sabendo que f é continua em z = —1, temos que limlf(x) = f(-1)
T——
Calculando lim f(x) vem:
r——1
. . x+1 —-1+1 0 o
zli)njlf(x) = zgnjl <1—e$+1 + 1) = 1_6771“ + 1 = 6 + 1 (Indetermmaqao)

(fazendo y = = + 1, temos que se  — —1, entdo y — 0)

. L z+1 . o Y o 1 _
lim f(z)= lim (I—W>+llm1_hm<1—ey)+1_hm = | T1=

r——1 r——1+1 r——1 y—0 y—0
Yy
lim 1
y—0 1 1
= 1= 1=—+1=-1+1=
—(1re) T S S =0
lim ——— — lim
y—0 Y y—0 Yy

Lim. Notavel

Assim, como limlf(z) = f(—1) e f(—1) = a + 2, podemos determinar o valor de a:
T——

lim f(z)=f(-1) @ a+2=0 & a= -2

z——1
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5.2. Comecamos por determinar a expressao da derivada para x

#—1:

! 4 z+1 x+1\/
oy T+l o z+1 , (e + 1)1 —e"t) = (z+1)(1—e") _
f(x)_<1_em+1+1> _<1_€w+1 +(1) = (1 —evt1)2 +0=
CIx (1=t —(z+ 1D)((1) = (z+ 1)) 1—et — (2 +1)(0-1xe"t?)
- (1 _ ez+1)2 - (]_ _ ez+1>2 -
1—e*t! —(z+ 1)( = e””“'l) 1—ertl — ( — ze®tl — e“‘l)
- (1 _ em+1)2 - (1 _ em+1)2 -
B 1— ew-i—l + xew-{-l + ew—i—l B 1 + 1’€w+1
(1 _ ex—i—l)? - (1 _ 6954-1)2
Como a funcéo f’ resulta de operacdes sucessivas de funcoes | C.A.
continuas em R, é uma funcdo continua em R\ {—1}, e, por -
isso, também é continua em [0,1]. £(0) = 1+0xe — 1+0 _
(1 — e0+1)2 (1 —el)?
1
Como % = 0,25, temos que 0,21 < 1 < 0,34, ou seja, = a 1 5~ 0,34
1 —e
) < 1 < f'(0), entao, podemos concluir, pelo Teorema
. 1 .
de Bolzano, que existe ¢ €]0,1] tal que f'(c) = 7’ OU seja, - 141 x et 14 e?
1 = = =
que a equagao f'(z) = 1 tem, pelo menos, uma solugao em (1—elth)? (1—e2)?
1
10,1]. = e ~ 0,21
. senx sen x sen 1 . sen x x
un = lim =lim——— = —-1lim =
a=0 f(x) —m 2—=07 —4sen(bx) — 7  2—0 —4sen (5x) 4z—0\ = sen (5x)
11' seny x 1i x 1 x li L 1>< L
= —- lim im = = im =—= =
4 z=0 x z—0 sen (5x) z—0 sen (Sx) 4 I sen (533)
—— im
Lim. Notavel X z—0 xT
(fazendo y = 5z temos que z = %, ese xz — 0, entdo y — 0)
1 y 1 1 y 1 1 o 1 _
4 i S0 (y) 4 i D50 (y) 4 i D5°0 (y)
y—0 g y—0 Yy y—0 Yy
5
1 y 1 1 o 1
4 5 lim S22 (y) 4 5x1 20
y—0 Yy
————

Lim. Notéavel
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6.2. Para estudar o sentido das concavidades e a existéncia de pontos de inflexao, comegamos por deter-
minar a expressao da segunda derivada:

I £ S
V-1

—%—x)an (—%—x)ln? (—%—x)ln?
Assim temos que a equagdo ¢'/(x) = 0 é impossivel, pelo que o grafico da fun¢do g ndo tem qual-

quer ponto de inflexao.
Relativamente ao sentido das concavidades do gréaficos, temos que, no intervalo em qua a funcao esta

definida, —% —x > 0, pelo que também (—% — 1:) In2 >0

g'(@) = (g/(@)) = (tog (-

|

Assim, o quociente toma sempre valores negativos no dominio da fungao, isto é,

T
—— —xz)In2
g 6 “””) .
g’ (x) <0,Vz € } —g, = g [, ou seja, o grifico de g tem a concavidade voltada para baixo em

todo o dominio.

7. Sabemos que o declive da reta tangente ao grafico de h, no ponto A, é zero, porque a tangente é paralela
ao eixo Oz.

Por outro lado o declive (m) da reta tangente em qualquer ponto é
m="h(z), el (z) = (f(x) —g(z)) = f'(z) — ¢'(x), pelo que é necessdrio determinar a derivada de f:

f'(x) = (w —4sen (5z))" = (w) — (4dsen (5x)) = 0 — 4 x 5cos(5z) = —20 cos(5x)

Assim, como m = h/(z) e m = 0, temos que a abcissa do ponto A é

a solugao da equagao: yA
M) = 0 < fl(z) —¢g@x = 0 <&  —20cos(bx) —
log, (—% = sc) =0
Logo, podemos tracar na calculadora o grafico da funcao A/, numa
janela compativel com o dominio (ou seja o dominio de g'), que se !
reproduz na figura ao lado. o 1 -
3 _3 N

Recorrendo a fungao da calculadora que permite determinar -1,6 i 0 "z
valores aproximados dos zeros de uma fun¢ao, podemos determinar N
o valor (aproximado as décimas) do unico zero da fungdo, que
coincide com a abcissa do ponto A:

r~—1,6
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