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Formulario

Geometria
Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)

Areas de figuras planas

Diagonal maior X Diagonal menor

Losango: 5

Base maior + Base menor
2

Trapézio: X Altura

Poligono regular: Semiperimetro X Apotema

Sector circular:

2
a'Tr (@ — amplitude, em radianos, do dangulo ao centro; r — raio)

Areas de superficies
Area lateral de um cone: 7rg(r — raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 47r? (r — raio)

Volumes

Piramide: 1 X Area da base X Altura

3

Cone: 1§>< Area da base X Altura

Esfera: %71’)’3 (r — raio)

Trigonometria
sen (a + b) = sena cosb +senb cosa
cos (a+ b) = cosa cosb —sena senb

tga + tgb
tglatb)= 1§tgagtgb

Complexos
(ocisf)" = p"cis(nf)
”«/pcis@z”@cis(%) (k€{0....n—1} e neN)

Probabilidades

U =DiX+ ...+ pPuX,

0=ypi (6 — 1P+ oo+ py(x, — 1)

Se X é N(u, 0), entéo:
Plu—o<X<pu+o)=0,6327

P(p—20<X<pu+20)=0,9545
Plu—-30<X<u+30)=0,9973

Regras de derivacao

(u+v)y=u +Vv
uvyY=uv+uv
(%>: u’v—zuv’
v
W =nu""'u (neR)

(senu) = u' cosu

(cosu) =—u' senu
(tguy =1
cos’u
(et =u et
(@) =u a*Ina (a€RT\{1})
o
(Inu) = p
(log,u) = ubllna (aeR*\{1})

Limites notaveis

lim(1 + %) —e¢ (neN)

lim S€0X _ 4

x—-0 X

x—0 X

x—0 X

lim X _

x—+4o00 X

G e

Tl de Matemdtica A - Versdo 1 e Pagina 2/ 7



GRUPO1

e Os cinco itens deste grupo séo de escolha multipla. Em cada um deles, séo indicadas quatro opgdes, das
quais s6 uma esta correta.

e Escreva na sua folha de respostas apenas o nimero de cada item e a letra correspondente a opgao que
selecionar para responder a esse item.

e Nao apresente calculos, nem justificagdes.

e Se apresentar mais do que uma opgao, a resposta sera classificada com zero pontos, o mesmo acontecendo
se a letra transcrita for ilegivel.

1. Atabela de distribuigdo de probabilidades de uma variavel aleatéria X é a seguinte.

X 0 2 4

P(X = xi) a b 0,3

Sabe-se que:
e a e b designam numeros reais positivos;
e 0 valor médio da variavel X éiguala 2,2

Qual é o valorde a ?

(A) 0,1 (B) 0,2 (€) 0,3 (D) 0,4

2. Asoma de todos os elementos de uma certa linha do tridngulo de Pascal é igual a 256
Qual é o terceiro elemento dessa linha?

(A) 28 (B) 36 (C) 36 (D) 84

3. Do desenvolvimento de (x2 + 2)6 resulta um polinémio reduzido.

Qual é o termo de grau 6 desse polindomio?

(A) 8x° (B) 20x© (C) 64x° (D) 160x°

4. Seja Q o espaco de resultados associado a uma experiéncia aleatoria.

Sejam A e B dois acontecimentos (4 C Q e B C Q).

Sabe-se que P(ANB)= lg
Qual é o valor de P<Z u(4n F))?

® 5 ®) 3 © 3 o 4
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5. Uma variavel aleatéria X tem distribuigdo normal.

Sabe-se que P(X >40) éinferiora P(X <30)
Qual dos nimeros seguintes pode ser o valor médio da variavel aleatéria X ?

(A) 32 (B) 35 (c) 38 (D) 41

GRUPO II

Nas respostas aos itens deste grupo, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificagcoes
necessarias.

Atencao: quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacéao, apresente sempre o valor exato.

1. Numa caixa, estdo cinco bolas, indistinguiveis ao tato, numeradasde 1 a 5

1.1. De quantas maneiras diferentes se podem colocar, lado a lado, as cinco bolas, de modo que as bolas
com os nimeros 3 e 4 fiquem ao lado uma da outra?

1.2. Considere a experiéncia aleatéria que consiste em retirar ao acaso e em simultaneo trés bolas da
caixa e observar 0s seus numeros.

Sejam X e Y as variaveis aleatdrias seguintes.
X : «numero de bolas retiradas com nimero impar»

Y : «soma dos niimeros das bolas retiradas»

1.2.1. Construa a tabela de distribuigdo de probabilidades da variavel aleatoria X

Apresente as probabilidades na forma de fragdo irredutivel.

1.2.2. Determine P(Y < 10| X =1), sem recorrer a férmula da probabilidade condicionada.

A sua resposta deve incluir:
e o significadode P(Y < 10| X =1), no contexto da situagéo descrita;
e a apresentagdo dos casos possiveis que considerou;

e a apresentacao dos casos favoraveis;

o valor da probabilidade pedida.
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2. O Joao tem uma colegao de dados, uns com a forma de um cubo (dados cubicos) e os outros com a forma
de um octaedro (dados octaédricos).

2.1. Os dados cubicos s&o equilibrados e tém as faces numeradasde 1 a 6

O Joéo langa oito vezes um dos dados cubicos.

Qual é a probabilidade de a face com o niumero 1 sair pelo menos duas vezes?
Apresente o resultado na forma de dizima, arredondado as décimas.

Nota — Sempre que, nos calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, duas casas
decimais.

2.2. Alguns dados da cole¢&o do Jo&o sao verdes e os restantes sdo amarelos.

Sabe-se que:
e 10% dos dados da colegdo sdo amarelos;
e 0 numero de dados cubicos ¢é igual ao triplo do nimero de dados octaédricos;

e 20% dos dados amarelos sdo cubicos.
O Joéo seleciona ao acaso um dos dados da colegdo e verifica que é verde.

Qual é a probabilidade de esse dado ser octaédrico?

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

3. Seja Q o espago de resultados associado a uma certa experiéncia aleatoria.
Sejam A e B dois acontecimentos (4 C Q e B C Q).

Sabe-se que:
e 4 e B sé&oincompativeis;
° P(A)#O e P(B)#O

Mostre que as probabilidades P(A), P(A|B) e P(B|A) sao todas diferentes e escreva-as por ordem
crescente.
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4. Na Figura 1, esta representado, num referencial o.n. Oxyz, um
octaedro regular [ABCDEF], cujos vértices pertencem aos eixos
coordenados.

41.

4.2.

4.3.

Escolhem-se ao acaso dois vértices distintos do octaedro.

Qual é a probabilidade de a reta definida por esses dois
vértices ser paralela a reta definidapor x=1Ay =27

Apresente o resultado na forma de fragao.

Considere a experiéncia aleatoria que consiste em escolher,
ao acaso, um dos vértices do octaedro.

Sejam X e Y os acontecimentos seguintes.

Figura 1

X : «o vértice escolhido pertence ao plano definido por y = O»

Y : «a soma das coordenadas do vértice escolhido é positiva»

Averigue se os acontecimentos X e Y sao independentes. Justifique.

Na sua justificag&o, deve indicar os vértices que pertencem a cada um dos acontecimentos X, Y e
XxXnY

Admita agora que a face [ABC] do octaedro esta numerada com o nimero 1, como se observa na
Figura 2.

Pretende-se numerar as restantes faces do octaedro com os nimeros de 2 a 8 (um numero
diferente em cada face).

Figura 2

De quantas maneiras diferentes se podem numerar as restantes sete faces, de modo que, depois
de o octaedro ter todas as faces numeradas, pelo menos trés das faces concorrentes no vértice A
figuem numeradas com numeros impares?

FIM
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COTAGCOES

GRUPO 1
TP PP PP PP TP PPPPPP 10 pontos
& e oo e oo eeeeeetetestessseseeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseesssssssssnnnnaaaaeieeeeeeteaeeeeeeeeeeoeenes 10 pontos
et eeeeeeeeeeeeeeeeieieeeeeeeeeeeeeeeeseesssesessssststesen—aaieaeaaeaeeaaaeeereeerrenes 10 pontos
et ettt e eeeeeeeeeeeeteseseseaeieieeeeeeeeeeeeeeeeesetesesetestetete—.———————aaaaaaaaaaaeeerrerrenes 10 pontos
t e ettt eeeeeeeetetestessssseeeeeeeeeeeeeeeeeeeteeeeeeeseseeettetntann——————aaaaaaaaaaeetererrrrnes 10 pontos
50 pontos
GRUPO 11
St PRSPPI 15 pontos
1.2,
2. o ———————— 20 pontos
A2 . s 15 pontos
2. . e ————————— 20 pontos
2. 2. s 20 pontos
TP P PP PR PPPPPP 15 pontos
A e e e e 15 pontos
. e e e e aaaaaaaaeearara—e 15 pontos
SRR 15 pontos
150 pontos
TOTAL ..., 200 pontos

Tl de Matemdtica A - Versdo 1 e« Pagina 7/ 7



GOVERNO DE MINISTERIO DA EDUCAGAO INsTITUTO DE AvALIAGAO EDUCATIVA, I.P.

PORTUGAL | ccinaa IAVE

5

Teste Intermédio
Matematica A

Versao 1

Duracéao do Teste: 90 minutos | 29.11.2013

12.° Ano de Escolaridade

RESOLUCAO

GRUPO1

1. Resposta (B)
Tem-se 2,2 =ax0+bx2+0,3x4,peloque b=0,5

Como a+b+03=1, vem a=0,2

2. Resposta (A)

A soma de todos os elementos da linha do tridngulo de Pascal que contém os elementos da
forma "C, éiguala 2"

Como 256 =28, alinha do tridngulo de Pascal em que a soma de todos os elementos é igual
a 256 é alinha que contém os elementos da forma 8C,

O terceiro elemento dessa linha é 3C, = 28

3. Resposta (D)
Cada termo do desenvolvimento de (xZ+ 2)6 é da forma 6Cp X (x2)6_p x2P, 0<p<6
Ovalorde p para o qual se obtém o termo de grau 6 é o que satisfaz a condicdo 2(6—p) =6

Entédo, tem-se p =3, e otermo de grau 6 do desenvolvimento de (x2+ 2)6 é

6Cs x (x2) x 23 =160 x6

4. Resposta (D)
P(A40(4nB))=P((4UA)N(4UB))=P(QN(AUB))=P(4UB)=
4

=P(ANB)=1-P(ANB)=1-+ =1
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5. Resposta (A)

Vamos representar, para cada uma das opg¢des do valor médio:
e a area correspondente a P(X <30), a ponteado,
e a area correspondente a P(X >40), a tracejado.

Aopgdo em que P(X >40) éinferiora P(X <30) é aquela em que o valor médio da variavel ¢ 32

GRUPO 11

1.1. As bolas com os numeros 3 e 4 podem ficar ao lado uma da outra de quatro maneiras diferentes: ou
ocupando as duas primeiras posi¢des, ou a segunda e a terceira, ou a terceira e a quarta, ou as duas
ultimas posicoes.

Para cada uma destas quatro hipoteses, as bolas com os nimeros 3 e 4 podem permutar entre si, bem
como as restantes trés bolas. Portanto, ha 4 x 2 X 3! maneiras de colocar, lado a lado, as cinco bolas
de modo que as bolas com os nimeros 3 e 4 figuem ao lado uma da outra.

Ent&o, o numero pedido € 4 X2 x 3! =48

1.2.1. Na caixa, estéo trés bolas numeradas com nimero impar e duas bolas numeradas com nimero par.

Portanto, a variavel aleatéria X pode tomar o valor 1 (se for retirada uma das trés bolas com niimero
impar e as duas bolas com numero par), o valor 2 (se forem retiradas duas das trés bolas com
numero impar e uma das duas bolas com nimero par) e o valor 3 (se forem retiradas as trés bolas
com numero impar).

Tem-se entdo:

3
p(Xzz):Mzizl p(X:3):5L:L

_1yo3x1 _
P(X=1)= B 5C, 10 5 c; 10

3
°’cy, 10

Portanto, a tabela de distribui¢cdo de probabilidades da variavel X é

X; 1 2 3
3 3 1
P(X = x;) 10 5 10
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1.2.2. Aprobabilidade pedida ¢ a probabilidade de a soma dos niimeros das bolas retiradas ser inferiora 10,

21.

2.2,

sabendo que foi retirada uma bola com nimero impar.

Como so foi retirada uma bola com ndmero impar, os casos possiveis sdo 0s seguintes:

{1,2,4}, {3,2,4} e {5,2,4}

Atendendoaque 1+2+4=7, 3+2+4=9 e 5+2+4=11, oscasos favoraveis a que a
soma dos numeros das bolas retiradas seja inferiora 10 sado {1,2,4} e {3,2,4}

Portanto, por aplicagéo da regra de Laplace, tem-se P(Y<10|X=1)= %

Seja X o numero de vezes que sai a face com o nimero 1 nos oito langamentos.
Avariavel X é uma variavel aleatdria com distribuigido binomial.

A probabilidade de sair a face com o nimero 1, em qualquer dos langamentos, & %
Portanto,

P(X>2)=1-P(X<2)=1-P(X=0)-P(X=1)=
1 (o

Dizer que o numero de dados cubicos € igual ao triplo do niumero de dados octaédricos € 0 mesmo que
dizer que, em cada quatro dados, trés sao cubicos e um é octaédrico.

Portanto, 3 dos dados sdo cubicos e L dos dados sdo octaédricos.

4 4

Em relagdo a experiéncia aleatéria «selegdo de um dos dados da colegdo», sejam A e C os
acontecimentos seguintes.

A: «o dado selecionado é amarelo» C: «o dado selecionado é cubico»

Sabe-se que:
o P(4)=0,1 . P(C)=%=O,75 e P(C)=1 =025 o P(C|A)=02
Pretende-se calcular P(C | A)

De P(A)=0,1, conclui-se que P(4)=0,9

De P(C|A)=0,2, conclui-se que P(IE(Q)A) =0,2 e, portanto, P(CNA)=0,2x0,1=0,02
Tem-se, entao
C C
4 | 002 0,1

|

0,9
0,75 0,25 1
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Completando a tabela, vem

C C
A 0,02 0,08 0,1
0,73 0,17 0,9
0,75 0,25 1

|

1 P(Cn4) 0,17
Portanto, P(C|4)= (P(Z) ) _ 09 :%

3. Atendendo a que os acontecimentos 4 e B saoincompativeis, tem-se A N B = & e, portanto, P(ANB) =0

Logo, P(A | B) = P(PA(;;)B) = P(OB) =0

Como, de acordo com o enunciado, P(A4)# 0, pode afirmar-se que P(A | B)+# P(A)

De A e B serem incompativeis, conclui-se que A esta contido no complementar de B (A C ?) e,
portanto, BNA =4

P(BNA) P(A)

Assim, P(B|A)= PA) = P(A) "

1

Como A C B, tem-se P(A)<P(B) e, dadoque P(B)>0,tem-se P(B)<1
Assim, P(A4)<1 e, consequentemente, P(A)# P(B|A)
Concluindo, P(A|B)<P(A)<P(B|A)

4.1. O numero de casos possiveis & 6C2
Areta definida por x =1 A y =2 ¢é paralela ao eixo Oz

Portanto, o Unico caso favoravel é a escolha dos vértices 4 e F

1 |

602 :E

A probabilidade pedida é

4.2. Temse X={A,B,F,D}, Y={A4,B,C} e XnY={4, B}

_4_2 _3_1 _2_1
Portanto, P(X)= 6= 3 P(Y) c=o ¢ PXNY) =3
Atendendo a que % = % X % pode concluir-se que os acontecimentos X e Y s&o independentes,

pois P(XNY)=P(X)xP(Y)
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4.3. No vértice A4, concorrem quatro faces, uma das quais ja esta numerada com o nimero 1

Existem duas hipoteses, em alternativa, que satisfazem as condi¢cdes do enunciado.

e Hipodtese 1: as trés faces concorrentes no vértice A, ainda ndo numeradas, serem numeradas com
numeros impares;

e Hipodtese 2: exatamente duas das trés faces concorrentes no vértice A, ainda ndo numeradas, serem
numeradas com numeros impares.

Na primeira hipdtese, ha 3! maneiras de colocar os trés nimeros impares disponiveis (03,05 e 0 7)
nas restantes trés faces concorrentes no vértice 4 e, para cada uma dessas maneiras, ha 4! formas
de colocar os quatro nimeros pares (02, 04, 0 6 e 0 8) nas restantes quatro faces. Portanto, existem
3!X4! maneiras de numerar as restantes faces do octaedro, satisfazendo a hipotese 1.

Na segunda hipétese, uma das faces concorrentes no vértice A vai ser numerada com um namero
par. Ha4 4 opgdes para a escolha do nimero par e ha 3 opgdes para a escolha da face onde vai ser
colocado. Portanto, existem 4 X 3 maneiras diferentes de escolher e colocar um nimero par numa
das faces que concorrem no vértice 4. Para cada uma destas maneiras, ha 3A2 maneiras diferentes
de escolher e colocar dois dos trés nimeros impares disponiveis nas faces concorrentes no vértice A,
ainda ndo numeradas. Finalmente, para cada maneira de numerar as faces concorrentes no vértice A,
ha 4! formas de distribuir os restantes nimeros pelas faces ainda ndo numeradas. Portanto, existem
4 x3x34,x4! maneiras de numerar as restantes faces do octaedro, satisfazendo a hipétese 2.

Por isso, 0 nimero pedido é 3!x 4!+ 4x3x34,x4!, ouseja, 1872
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