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Formulario

Comprimento de um arco de
circunferéncia

ar (a — amplitude, em radianos, do
dngulo ao centro; T — raio)
Areas de figuras planas

Diagonal maior x Diagonal menor
2

Losango:

Base maior J; Base menor < Altura

Trapézio:
Poligono regular: Semiperimetro x Apétema

2
. QT
Sector circular: 5

(a — amplitude,

em radianos, do dngulo ao centro; T — raio)

Areas de superficies

Area lateral de um cone: 7T g

(r — raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4 7 r?
(7“ - raio)
Volumes

Piramide: % x Area da base x Altura

Cone: % x Area da base x Alwra

3

Esfera: % T (r — raio)

Trigonometria

sen(a+b) =sena.cosb+senb.cosa

cos(a+b)=cosa.cosb—sena.senb

tga+tgb

tg(a+b)= 1—tga.tgb

Complexos
(pcis®)” = p"cis (nh)

- . 042k
Ypcisl = WCZST ,ke{0,...,n—1}

Probabilidades
U=x1Dp1 + ... + Ty Py

o= \/(xl — u)2 Pt e+ (T — ,u)2p,,,

Se X é N(u,o), entdo:
Plu—o< X <p+o0)=0,6827
P(p—20 < X < pp+20) ~0,9545
P(p—30c <X < p+30)~0,9973

Regras de derivagao

(utv) =u 4+

(uv) =d. v+u.v

(
(W =n.uwlw  (nER)
(
(

(a*) = v'.a*. Ina (a € RT\{1})
(Inu) = “7/
(logoaw) = i (a€RF\{1})

Limites notaveis

. 1\"
11m<1+7) =c

llm sen T — 1

r—0

lim =L — 1

z—0 T

. In (z+1)

iy

lim 22—

z—+oo L

Jim 5= +00 (pER)
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Grupo |

Os cinco itens deste grupo sdo de escolha miltipla.
Em cada um deles, séo indicadas quatro alternativas, das quais s6 uma estéa correcta.

Escreva na sua folha de respostas apenas o numero de cada item e a letra
correspondente a alternativa que seleccionar para responder a esse item.

Nao apresente calculos, nem justificagoes.

Se apresentar mais do que uma alternativa, ou se a letra transcrita for ilegivel, a resposta
serd classificada com zero pontos.

Sejam a, T e y trés nimeros reais taisque log,r = 1 + 5 log,y

Qual das igualdades seguintes é necessariamente verdadeira?

n

(A) z=avy’ (B) x=5ay

(C) z=5y (D) ==y

Sejam a, b, ¢, e d asfungdes reais de variavel real definidas por:
a(r) = 3+ Inx b(x) = e”

¢(r) = 10senx d(z) = 2+tgx

Considere que o dominio de cada uma das quatro fun¢gbes € o conjunto dos numeros reais

para os quais tem significado a expressao que a define.

Qual é a funcao cujo grafico tem mais do que uma assimptota?

(A) Afuncdo a (B) Afungao b

(C) Afungado c (D) Afungégo d

Teste Intermédio de Matematica A - Versdo 1 - Pagina 3



Seja f afuncao, de dominio R, definidapor f(z) = 22+ 1

Seja g a funcdo cujo gréfico é a recta A

representada na figura 1. 8

\
Seja h=f+g. \

)

=y

Seja h' afungao derivada da fungéo h . Figura 1

O grafico da funcdo h’ é uma recta. Sejam m e b, respectivamente, o declive e a

ordenada na origem desta recta.

Qual das afirmagdes seguintes € verdadeira?

(A) m>0 e b>0 (B) m>0 e b<0

(C) m<0 e b>0 (D) m<0 e b<0

Uma certa linha do Tridngulo de Pascal tem exactamente nove elementos.

Escolhem-se ao acaso dois desses nove elementos.

Qual é a probabilidade de escolher dois niimeros cujo produto seja igual a 8?

(A) 0 (B) + ) = (D)

O

Para um certo nimero real positivo p e para um
. . ™
certo numero real o compreendido entre 0 e 9

0 numero complexo p cisa tem por imagem ¢

\ 4

geométrica o ponto P, representado na figura 2. Ce

Qual é a imagem geométrica do nimero complexo

% cis (2a) ? Figura 2

(A) Oponto A (B) Oponto B (C) Oponto C (D) Oponto D
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GRUPO I

Nas respostas aos itens deste grupo, apresente todos os calculos que tiver de efectuar e
todas as justificagcbes necessarias.

Atencao: quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacéo, apresente sempre o valor
exacto.

Seja C o conjunto dos nimeros complexos; 7 designa a unidade imaginaria.

(24+i)°+1+6:%
1+ 24

Determine sem recorrer a calculadora.

Apresente o resultado na forma algébrica.

Efectua-se um Unico langamento de um dado tetraédrico, com as faces numeradas de 1 a 4.

Considere que o «ntmero que sai» € o numero que esta na face que fica voltada para baixo.
O dado nao é equilibrado, pelo que os quatro nimeros nao tém a mesma probabilidade de sair.

Sejam A e B os acontecimentos seguintes:
A : «sair nimero impar»;

B : «sair numero maior do que 2».

Sabe-se que:

- P(AnB)=104
+ P(A) = P(4)

- P(AUB)=0,8

Seja X avariavel aleatoria «numero saido no langamento efectuado».
Construa a tabela de distribuicdo de probabilidades da variavel aleatoria X .

Nota: apresente todas as justificagdes e todos os calculos que efectuar na determinacdo dos
valores das probabilidades.
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De uma fungdo f, de dominio R, sabe-se que a sua derivada, f’, é definida por

fl(@) = 2z +4)e’

Resolva os dois itens seguintes, sem recorrer a calculadora.

3.1.

3.2.

Seja A o ponto de intersecgéo do grafico de f com o eixo das ordenadas. Sabe-se

gue a ordenada deste ponto é iguala 1.

Determine a equag&o reduzida da recta tangente ao grafico de f no ponto A.

Estude a fungdo f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a

existéncia de pontos de inflexdo.

Considere a fungdo ¢, de dominio [— %, + oo[, definida por

41.

4.2

(

2z + In(1+2—2%)  se —%§x<1

z—1

Vo —1

se = >1

Verifique se a fungdo g é continuaem x = 1, sem recorrer a calculadora.

Recorrendo as capacidades graficas da sua calculadora, determine o valor de =«

pertencente ao intervalo [— % , 1 [ talque g(z)= —2+g(4).

Indiqgue o valor pedido arredondado as décimas e apresente o(s) grafico(s)

visualizado(s) na calculadora.
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Na figura 3 estao representados:

« uma circunferéncia de centro O e raio 1

+ dois pontos, A e B, sobre a circunferéncia,
tais que [AB] é um diametro

. uma semi-recta OA

+ um segmento de recta [PQ)]

Considere que:

) Figura 3
« oponto P, partindo de A, se desloca sobre

a circunferéncia, dando uma volta completa, no
sentido indicado pelas setas da figura 3

« o ponto () se desloca sobre a semi-recta
OA, acompanhando o movimento do ponto
P, de tal forma que se tem sempre P(Q) = 3

Para cada posicdo do ponto P, seja x a
amplitude, em radianos, do angulo orientado que

tem por lado origem a semi-recta OA e por lado dix)

A
A 4

extremidade a semi-recta OP (ver figura 4).
Figura 4
Seja d a fungédo que, a cada valor de =
pertencente a [0,27]|, associa a distancia,
d(x), doponto @) ao ponto O.

5.1. Considere as seguintes afirmacdes sobre a funcdo d e sobre a sua derivada, d’ (a
fungdo d tem derivada finita em todos os pontos do seu dominio).

L d(0)=2d(n)
II. Vxel0,2n], d'(z) <0
Elabore uma pequena composigdao na qual indique, justificando, se cada uma das

afirmagdes é verdadeira, ou falsa.

Nota: neste item, ndo defina analiticamente a fungdo d; a sua composi¢édo deve
apoiar-se na forma como esta funcao foi apresentada (para cada valor de x, tem-se

que d(x) é a distancia do ponto ) ao ponto O).

5.2. Defina analitcamente a fungdo d no intervalo ] 0, %[ (isto é, determine uma
expressao que dé o valor de d(m) para cada x pertencente a este intervalo).

Sugestao: trace a altura do tridngulo [OPQ] relativa ao vértice P, designe por R o

ponto de interseccdo desta altura com a semi-recta OA, e tenha em conta que
0Q = OR+ RQ.
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1.

2.

3.

4,

5.

COTACOES

....................................... (5 x 10 pontos) ...........eevvriiiinnnnn.. 50 pontos
.............................................................................................. 150 pontos
........................................................................................ 20 pontos
........................................................................................ 20 pontos
........................................................................................ 35 pontos
B 15 pontos
32 20 pontos
........................................................................................ 35 pontos
A e 20 pontos
Q2. o 15 pontos
........................................................................................ 40 pontos
B 20 pontos
B 20 pontos
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TESTE INTERMEDIO DE MATEMATICA A - 12° ANO

RESOLUCAO - VERSAO 1

GRUPO |

Nas condi¢des do enunciado, tem-se:

log,z =1+ 5log,y < log,z = log,a + log, (v°) <

& log, 7 = log, (ay) & v =y’

O grafico da fungdo d, definida por d(x) = 2+tgx, temuma
infinidade de assimptotas verticais. Resposta D

h(x) = f'(x) +g'(2) = («* + 1) + ¢'(z) = 2z + g'(v)
Como o gréfico da fungdo g € umarecta, tem-se g'(x) = b, sendo
b o declive dessa recta, que € negativo.

Logo, h'(x) =2x 4+ b, com b < 0.

A linha do Tridngulo de Pascal com nove elementos é a linha que

contém os elementos da forma 8Cp , pelo que o segundo e o penultimo
elementos dessa linha sdo iguais a 8. Como o primeiro e o Ultimo
elementos da linha s&o iguais a 1, a linha contém dois elementos
iguais a 8 e dois elementos iguais a 1, sendo todos os outros maiores
do que 8. Portanto, para o produto dos dois elementos escolhidos ser
igual a 8, € necessario que um deles seja 1 e o outro seja 8.

201 X 201 4 1

A probabilidade pedida €, portanto, 902 = 3 = 9

Resposta B

O numero complexo % cis (2a)  tem, relativamente ao ndmero
complexo p cts o, metade do médulo e o dobro do argumento.

Resposta B

Teste Intermédio de Matematica A - Resolucdo - Versdo | - Pagina 1



GRUPO I

(2+0)°+ 146i%  444i424 14605
1+ 24 - 1+ 24 -
4+4i-1+1-6i _ 4-2i  (4—-2i)(1—24d)
1+ 24 — 1+27 — (14 2i)(1—24)
 4-8i—-2i4+4®  4-8i—-2i—4 =109 Y
- 1—442 - 1+4 = "5 = i

O acontecimento A N B é o acontecimento «sair nimero impar maior do que 2».
Ora, dos numeros 1, 2, 3 e 4, s6 ha um numero impar maior do que 2, que é o0 3.
Portanto, AN B = {3}

Concluimos assim que P({3}) = 0,4

De P(A)= P(A) resutaque P(A)=0,5 e P(A)=0,5.

Portanto, como A = {1,3} ecomo P({3})=0,4, vem P({1})=0,1

Como AUB =1{1,3,4} e P(AUB)=0,8, vem P({1,3,4}) =0,8,
peloque P({2}) =0,2.

Finalmente, como P(A) = P({2,4}) = 0,5 ecomo P({2})=10,2, vem
P({4})=10,3

Tem-se, entdo, a seguinte tabela de distribuicdo de probabilidades da variavel aleatoria X :

T 1 2 3 4
P(X=z)[01]02]04]0,3

Como o ponto A pertence ao eixo das ordenadas, a sua abcissa ¢ igual a 0.
Portanto, o declive da recta tangente ao grafico de f, noponto A, éiguala f'(0).
Tem-seque f/(0)=(2x0+4)xe’=4x1=4

Como o ponto A pertence ao eixo das ordenadas, e a sua ordenada ¢ igual a 1, tem-se
que a recta intersecta o eixo das ordenadas no ponto de ordenada 1.

Portanto, a equagdo reduzidadarectaé y = 4x + 1
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3.2.

41.

4.2.

Tem-se: f"(x)=Q2x+4).e"+ 2x+4).(e") =
=2e" + 2z +4)e" = (20 +6)e”

f"(x)=0 & 2z4+6)e* =0 ©2x+6=0 < x= —3

— 00 -3 + o0
f// _ O +

F N | pa | NS

Concluimos assim que o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo no intervalo
| — 00, — 3] e voltada para cima no intervalo | — 3, + oo[ ; o ponto de abcissa — 3 €

ponto de inflexao.

Tem-se:
« lim g()—lin117[2x+1n(1—|—.r—x2)]:2—|—1n(1):2+O:2

r— 1"
. x—1 . (m—l)(ﬁ—i— 1)
v limog(e) = lim e S im (Ve ) T

llelo

= lim (e=D) (ot 1) = lim (\/7+ 1) f+1

J;_)1+ .’13‘—1 T—’1+

- og(1) =2

Como hn} g(x) = lirrll+ g(x) = g(1) , concluimos que a fungdo é continuaem x = 1
r— 1" T —

Tem-se g(4) = ﬁ = 3. Portanto, g(z)= —2+g9(4) & g(z)=1

Trata-se, assim, de determinar x pertencente a [— % , 1 [ talque g(z)=1

Na figura esta representado o grafico de ty g

g, nesse intervalo, bem como a recta de

equagdo y = 1. Esta recta intersecta o !

gréfico de g no ponto assinalado na

figura, cuja abcissa, arredondada as 19) ();4 x:

décimas, ¢ iguala 0,4.

Portanto, o valorde x pedidoé 0,4
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5.1.

5.2.

Quando = =0, oponto P coincide com o ponto A, pelo que a distancia do ponto @
aoponto O éiguala 3 + 1, ou seja, éigual a 4.
Quando x =7, oponto P coincide com o ponto B, pelo que a distancia do ponto ()
aoponto O éiguala 3 — 1, ouseja, éiguala 2.
Como d(0) =4 e d(m) =2, resulta que se tem, efectivamente, d(0) = 2d(7), pelo

que a afirmacéo I é verdadeira.

Quando x variade 0 a 7, oponto P vaide A até B, percorrendo, no sentido directo,
a semicircunferéncia que esta acima do diametro [AB], pelo que o ponto @ se vai
aproximando do ponto O. Tem-se, assim, que, no intervalo [0,7], d(x) diminui a
medida que = aumenta, pelo que a fungédo d ¢ estritamente decrescente neste intervalo.

O mesmo néo se passa quando = variade m a 27. Neste caso, oponto P vaide B
até A, percorrendo, no sentido directo, a semicircunferéncia que esta abaixo do didmetro
[AB], pelo que o ponto @ se vai afastando do ponto O. Portanto, no intervalo [, 27],
d(m) aumenta a medida que x aumenta, pelo que a fungdo d ¢é estritamente crescente
neste intervalo. Logo, a fungéo derivada, d’, nao pode ser negativa no intervalo [7T, 27r] .

Portanto, a afirmacgdo II é falsa.

Tem-se, de acordo com a sugestdo, OQ = OR + RQ

v 104

|< d(x)

Por um lado, tem-se OR = cosz

Por outro lado, aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo [PQR)], vem:
2 _
RQ"™ + sen’z = 32 Portanto, RQ =+/9 — sen’x

Donde resulta que d(z) = cosz ++/ 9 — sen’z
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