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Duracdo da Prova: 90 minutos 15/Margo/2007

VERSAO 1

Na sua folha de respostas, indique claramente a versao da prova.

A auséncia desta indicagao implicara a anulagao da prova.

A prova é constituida por dois Grupos, I e II.

O Grupo I inclui sete itens de escolha multipla.

O Grupo II inclui quatro itens de resposta aberta,

alguns subdivididos em alineas, num total de seis.
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Comprimento de um arco de
circunferéncia

ar (o — amplitude, em radianos, do
dngulo ao centro; T — raio)

Areas de figuras planas

Diagonal maior x Diagonal menor
2

Losango:

Base maior + Base menor

5 x Altura

Trapézio:

Poligono regular: Semiperimetro x Apétema

2
Sector circular: a2r (o« — amplitude,

em radianos, do dngulo ao centro; T — raio)

Areas de superficies

Area lateral de um cone: T g

(r — raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4 7 r?
(7‘ - raio)

Volumes

Piramide: % x Area da base x Altura

Cone: % x Area da base x Alwra

Esfera: % 7 (r — raio)

Trigonometria

sen(a+b) =sena.cosb+senb.cosa

cos(a+b)=cosa.cosb—sena.senb

__tga+itgh
tg(a+b)= 1—tga.tgb
Complexos
(pcis®)t = p"cis(n6)

, - . 02k T
Ypcisd = WC@ST , ke {0,...,n—1}

Formulario

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma

Prog. Aritmética: % Xn

Prog. Geométrica:  u; X %

Regras de derivagao
(utv) =u 4+
(uv) =d. v+u.v

)’ _ dv—u.v
02

—
<=

(W) =n.u"t . (n € R)
(senu) = u'.cosu
(cosu) = —u/.senu

1 !

(tg u)’ = cosf2 U

(e") = u.e"
(") = v'.a*.Ina (a € RT\{1})

o
(Inu)' = -

(logau) = —%— (s € R\ {1})

Limites notaveis

. senr

iy 2

lim <=L =1

x—0 T

. In (z+1)

iy U =

lim 2z —

r—+o0 T

lim < = +00 (peR)
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Grupo |

As sete questdes deste grupo sdo de escolha miltipla.
Para cada uma delas, séo indicadas quatro alternativas, das quais s6é uma esta correcta.

Escreva na sua folha de respostas apenas a letra correspondente a alternativa que
seleccionar para responder a cada questao.

Se apresentar mais do que uma resposta, a questao sera anulada, o mesmo acontecendo
se a letra transcrita for ilegivel.

Nao apresente calculos, nem justificagées.

. . . . ~ - , - —z 1
Indique o conjunto dos numeros reais que séo solugdes da inequacao € > I’
(A) ]_007_1[ (B) ]_0071[

Seja a um namero real maior do que 1.
Indique o valorde log, (a x /a)

5 4 5 3
(A) (B) = (C) <5 (D)
Seja g uma fungédo de dominio R™
Sabe-se que a recta de equagdo y = 2x + 3 ¢é assimptota do grafico de g
Indique o valor de

: g(x)
T—1>1-|1:réo [ o X (g(:L’)—2£L’) ]

(A) 0O (B) 5 (C) 6 (D) + o0
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Na figura esta representada, em referencial
xQy, parte do grafico de uma fungéo f, y
de dominio | — oo, 1], continua em todo
o seu dominio.

Tal como a figura sugere, tem-se:

« o gréfico de f contém a origem do

referencial;

« asrectas de equagdes y=0e x =1
s&o assimptotas do grafico de f.

Em qual das opgdes seguintes podera estar representada, em referencial xOy, parte

do gréfico de % ?

(A) (B)
y A y A
o 1 =~ ol 1 =«
(C) (D)
—_/ o] 1 «x o 1 =*

Um saco contém vinte bolas, numeradas de 1 a 20.
Ao acaso, extraem-se simultaneamente trés bolas do saco e anotam-se os respectivos
nameros.

Qual é a probabilidade de o maior desses trés nimeros ser 10 ?

24 28 32 36
(A) 05N (B) nc, (C) EUSA (D) e,
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Seja () o espaco de resultados associado a uma certa experiéncia aleatéria e sejam A
e B dois acontecimentos (A C 2 e B C (2), ambos com probabilidade n&o nula.

Sabe-se que P(AUB) = P(A)+ P(B)
Qual é o valor da probabilidade condicionada P(A|B) ?

(A) 0 (B) 1 (C) P(A) D) BBy

O Jorge tem seis moedas no bolso.

Ele retira, simultaneamente e ao acaso, duas dessas seis moedas.

Seja X a quantia, em céntimos, correspondente as duas moedas retiradas.
Sabe-se que a tabela de distribuicdo de probabilidades da variavel aleatoria X é

xT; 20 30 40 60 70
3 6 1 3 2

P(X =z,
(X =) ¢, | ¢, | Sy, | Scy, | Sy

Quais poderiam ser as seis moedas que o Jorge tinha inicialmente no bolso?
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Grupo Il

Nas questdes deste grupo apresente o seu raciocinio de forma clara, indicando todos os
calculos que tiver de efectuar e todas as justificagcées necessarias.

Atencao: quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacgéo, pretende-se sempre o
valor exacto.

1.

Considere a fungado f, de dominio IR, definida por

)

% se x <0

flx)=¢ 2 se v=0
322 — 1 1

\ e xxzn(x—i—) se x>0

(In designa logaritmo de base ¢)

Utilizando métodos exclusivamente analiticos, averigie se a fungdo f € continua em
x = 0. Justifiqgue a sua resposta.

A acidez de uma solugdo é medida pelo valor do seu pH, que é dado por
pH = —log  (z)

onde z designa a concentragao de ides H3O™", medida em mol /dm?.
Sem recorrer a calculadora, a ndo ser para efectuar eventuais calculos numéricos,
resolva as duas alineas seguintes:

2.1. Admitaque o pH do sangue arterial humano & 7,4.
Qual é a concentragdo (em mol/dm?®) de ides H3O", no sangue arterial
humano?
Escreva o resultado em notagéo cientifica, isto é, na forma a X 10°, com b
inteiroe a entre 1 e 10. Apresente o valor de a arredondado as unidades.

2.2. A concentracdo de ides H3O" no café é tripla da concentragao de ises H30O™
no leite.
Qual é a diferenca entre o pH do leite e o pH do café? Apresente o resultado
arredondado as décimas.
Sugestio: comece por designar por / a concentragdo de ibes H3zO' no leite e
por exprimir, em funcdo de /, a concentragio de ides H30" no café.
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Considere, num referencial o.n. zQy,

- acurva C, que representa graficamente a fungdo f, de dominio [O, 1] , definida
por f(z)=e"+ 3x

« arecta r, deequagdo y =5

3.1.

3.2.

Seja ¢ um numero real maior do que 1. yA

Sem recorrer a calculadora, justifique que a recta r intersecta a curva C' em
pelo menos um ponto.

Recorrendo as capacidades graficas da sua calculadora, visualize a curva C
earecta r,najanela [0, 1] x [0,7] (janelaemque z € [0,1] e y € [0,7]).
Reproduza, na sua folha de teste, o referencial, a curva (' e a recta 7,
visualizados na calculadora.

Assinale ainda os pontos O, P e @, em que:

+ O ¢ aorigem do referencial;

« P éoponto de coordenadas (0, e);

« () éopontodeintersecgdo dacurva C' comarecta r; relativamente a este
ponto, indique, com duas casas decimais, a sua abcissa, que deve determinar
com recurso a calculadora.

Desenhe o triangulo [OP(Q)] e determine a sua area. Apresente o resultado
final arredondado as décimas. Se, em calculos intermédios, proceder a
arredondamentos, conserve, no minimo, duas casas decimais.

Na figura esta representada uma parte do f

grafico da fungdo f, de dominio R,
definida por f(z) =e” — c.

Tal como a figura sugere A

« A é o ponto de interseccdo do grafico (0]
de f comoeixo Ox

« B é o ponto de intersecgéo do grafico

de f comoeixo Oy /

Mostre que:

=y

Seodeclivedarecta AB é c— 1, entdo c=-¢

FIM
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COTACOES

GrUPO | e 63
Cada resposta CeMa .......ocoiiiiii i 9
Cada resposta errada...........ccceeieiiiiiie i 0
Cada questao nao respondida ou anulada ................cccooeeeiienn 0
Grupo .. 137
L PP PP O SRUUPPPPRPIRt 24
2 42
2.0 e 20
2.2 e 22
B 47
B s 23
B2 s 24
Ao 24
TOT AL ..o e 200
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TESTE INTERMEDIO DE MATEMATICA A

15 de Marco de 2007

RESOLUCAO - VERSAO 1

Grupo |

—x —1

e L
e >€<=>€ > e S —r> -1 <1

Numero de casos possiveis:

Resposta B

Resposta B

Resposta C

Resposta B

. oo, 20 . . N
O numero de casos possiveis € “"('3 (nimero de maneiras de escolher trés bolas, de

entre vinte).

Numero de casos favoraveis:
O maior dos nimeros saidos € 10 se, e s6 se:
« for escolhida a bola nimero 10;

« as outras duas bolas forem escolhidas de entre as bolas numeradas de 1 a 9.

Portanto,
» para a bola numero 10, existe apenas uma hipétese,

. 9 .y
+ para as outras duas bolas, existem “C'5 hipoteses.
O numero de casos favoraveis &, assim, 1 x °Cy = ?C,

9
Cy 36
2003 - 2003

A probabilidade pedida é

Resposta D
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6. Como P(AUB) = P(A)+ P(B), resutaque P(ANB)=0

portanto, P(AIB) = 557 = gy =0

7. Com duas das seis moedas,
* ndo é possivel obter 40 céntimos, na op¢éo A,
* ndo é possivel obter 20 céntimos, na opcéo B.
Estas duas opgoes estao, assim, excluidas.
Relativamente as opg¢des C e D, os valores que a varidvel X pode
tomar sdo os que constam da tabela. Para escolher uma destas
opcdes, calculemos, para cada uma delas, por exemplo,

P(X = 20).
20, )
No caso da opgao C, tem-se P (X = 20) = To, — 0
2 2
302 3
No caso da opgéo D, tem-se P(X = 20) = 5 = 50
2 2

Resposta D

Grupo Il
1. Tem-se que:
0

. 2420 (9) o @@+ ag2
R . A R M A N
. ) 322 —xIn(z+1) (%)
lim f(z) = lim 22 -

. 2 1 1 : I 1
= lim 3;2 - = n(;2+ ) ] = lim [3 N n(xx——i_) -

r—0t z—0%

Como linol flx) = liI(I)l f(x) =2, podemos concluir que liII[l)f(fL') = 2.
x—0~ r—0t r—

Como f(0) = 2, resulta que ling)f(x) = f(0), pelo que a fungao ¢ continua em z = 0.
Tr—
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21.

2.2,

3.1.

Tem-se: —log, () =74 & log (r)= —74 & x=10""
Logo, x ~ 4 x 107%

Portanto, a concentragdo de ides H3O0™, no sangue arterial humano ¢,
aproximadamente, de 4 x 10~ mol/dm?.

De acordo com a sugestdo, designemos por / a concentracdo de ises H3O' no
leite.

Entzo, a concentragdo de ises H30O™" no café é dada por 3 (pois, de acordo com o
enunciado, a concentragéo de ides H3O™ no café é tripla da concentragdo de ides
H307 no leite).

Assim, a diferenga entre o pH do leite e o pH do café éigual a

—log, (1) — [—log,,(3)]
—_——— ———————
pH do leite pH do café

Tem-se que:

— loglo(l) — [— loglo(?)l)} = — loglo(l) + loglo(Sl) =

= —log,,(I) +1log,,(3) +log () = log ,(3) = 0,5

Portanto, a diferenga entre o pH do leite e o pH do café éiguala 0,5

Dizer que a recta r intersecta a curva C' em pelo menos um ponto equivale a dizer
que existe pelo menos um elemento do dominio de f que é solugdo da equagdo

f(z) =5.
Afungdo f é continua no intervalo [O, 1], pois é soma de duas fungbes continuas.
Como f(0)=1, tem-seque f(0) < 5.

Como f(l)=e+3~2,7+3=25,7 temseque f(1) >5

Como a fungdo f ¢é continua no intervalo [0,1], e como f(0) <5 < f(1),
podemos concluir, pelo Teorema de Bolzano, que, no intervalo ]O, 1[, existe pelo
menos uma solugéo da equagéo f(a:) =5, pelo que arecta r intersecta a curva

C' em pelo menos um ponto.
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3.2. Representa-se a seguir o referencial, a curva C' e a recta r, visualizados na
calculadora.
Representa-se também o triangulo [OPQ], onde O ¢é a origem do referencial, P é
o ponto de coordenadas (0, e) e @ é o ponto de intersecgdo da curva C' com a
recta r.
Indica-se ainda, com duas casas decimais, a abcissa de (), determinada com
recurso as ferramentas adequadas da calculadora.

y A
et .
5 B "0
P C
0 087 1 X
Na figura seguinte esta apenas representado o tridngulo [OPQ].
y A
altura
< > 0
P
2
S
)
0 0,87 X

Determinemos a area deste triangulo.

Tomando para base o segmento [OP], a altura correspondente é o segmento em

que:

+ um dos extremos € o vértice oposto a essa base, ou seja, o ponto (;

» 0 outro extremo é o ponto de interseccéo da recta que contém a base com a recta
que lhe é perpendicular e que passa por ().

A area do tridangulo é, portanto, base ><2altum ~ £ X§’87 ~ 1,2
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Tem-se que
f0)=e’—c=1-c¢

pelo que o ponto B tem coordenadas (0,1 — ¢).

Tem-se também que
flx)=0 & e"—c=0 & e"=c & z=In(c)

pelo que o ponto A tem coordenadas (In(c),0).

Portanto,
AB=DB-A=(0,1—c)— (In(c),0) = ( —In(c),1 —c)
. . 1—c c—1
O declive da recta AB ¢, portanto, “Tn(e) = In(o)
Tem-se, entéo,
-1
lcn(c) =c—1% Inlc)=1 & c=e
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