
Teste Intermédio de Matemática A

 Versão 1

Na sua folha de respostas, indique de forma legível a versão do teste.

TI de Matemática A – Versão 1 • Página 1/ 7 

Teste Intermédio

Matemática A

Versão 1

Duração do Teste: 90 minutos | 13.03.2012

12.º Ano de Escolaridade

Decreto-Lei n.º 74/2004, de 26 de março



TI de Matemática A – Versão 1 • Página 2/ 7 

Formulário

Geometria

Comprimento de um arco de circunferência:

, , ;âr amplitude em radianos do ngulo ao centro r raioa a- -^ h

Áreas de figuras planas

Losango:  Diagonal maior Diagonal menor
2
#

Trapézio:  Base maior Base menor Altura
2

#+

Polígono regular: í óSemiper metro Ap tema#

Sector circular:

, , ;âr amplitude em radianos do ngulo ao centro r raio
2

2a a- -^ h

Áreas de superfícies

Área lateral de um cone:  ;r g r raio da base g geratrizr - -^ h 

Área de uma superfície esférica:  4 r raio2 -rr ] g 

Volumes

Pirâmide:  Área da base Altura
3
1
# #

Cone:  Área da base Altura
3
1
# #

Esfera:  r r raio
3
4 3r -] g

Trigonometria

a b a b b asen sen cos sen cos+ = +] g

a b a b a bcos cos cos sen sen+ = -] g

a b
a b

a b

1
tg tg tg

tg tg
+ =

-

+
] g

Complexos

cis cis nnt i t= n i^ ^h h

, ,cis cis
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Regras de derivação
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GRUPO I

•  �Os cinco itens deste grupo são de escolha múltipla. Em cada um deles, são indicadas quatro opções, das 
quais só uma está correta.

•  �Escreva na sua folha de respostas apenas o número de cada item e a letra correspondente à opção que 
selecionar para responder a esse item.

•  �Não apresente cálculos, nem justificações.

•  �Se apresentar mais do que uma opção, a resposta será classificada com zero pontos, o mesmo acontecendo 
se a letra transcrita for ilegível.

1.  Seja  W  o espaço de resultados associado a uma experiência aleatória.

Sejam A  e B  dois acontecimentos incompatíveis  A Be1 1W W_ i

Qual das afirmações seguintes é necessariamente verdadeira?

(A)  P A B P A B, +=^ ^h h	 (B)  P A P B 1+ =^ ^h h

(C)  P A B 0+ =^ h 	 (D)  ×P A B P A P B+ =^ ^ ^h h h

2.  O comprimento, em centímetros, das peças produzidas por uma máquina é uma variável aleatória X  com 
distribuição normal, de valor médio 6
Sabe-se que  ,P X 7 0 1> =^ h

Escolhe-se ao acaso uma peça produzida por essa máquina e mede-se o seu comprimento.

Considere os acontecimentos:

A:  «o comprimento da peça escolhida é inferior a  7 cm»

B:  «o comprimento da peça escolhida é superior a  6 cm»

Qual é o valor da probabilidade condicionada  P A B;^ h?

(A) 
5
3                     (B) 

5
4                     (C) 

9
7                     (D) 

9
8

3.  Considere a sucessão  un^ h,  definida por  u n1 1
n

n
= +c m    

Seja  f  uma função contínua, de domínio +

Sabe-se que  lim f u 0n =^ h

Qual das seguintes expressões pode definir a função  f ?

(A)  ln x1 − 	 (B)  ln x1 +

(C)  lnx x− 	 (D)  lnx x+
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4.  Para um certo valor de  a   e para um certo valor de  b ,  é contínua no ponto  0  a função  g , definida por

0

0

0
ln

g x
x

e x

x

x
x x

1

1

se

se

se

<

>

x2

a

b

=

−

=

− +
^

^
h

h

Z

[

\

]
]]

]
]]

Qual é esse valor de  a   e qual é esse valor de  b ?

(A)  1 2ea b= = 		  (B)  2 3ea b= =

(C)  1 3ea b= = 		  (D)  2 1ea b= =

5.  Na Figura 1, está representado, em referencial o.n.  xOy ,  a sombreado, o quadrado  OABC6 @

A

O

B

C P x

y

Figura 1

Os pontos  A  e  C  pertencem aos semieixos positivos  Oy  e  Ox,  respetivamente.

Considere que um ponto  P  se desloca sobre o semieixo positivo  Ox,  iniciando o seu movimento na 
origem do referencial e percorrendo todos os pontos desse semieixo.

Para cada posição do ponto  P,  considere o segmento de reta que é a intersecção da reta  AP  com o 
quadrado  OABC6 @
Seja  f  a função que, à abcissa  x  do ponto  P,  faz corresponder o comprimento do referido segmento.

Qual dos gráficos seguintes pode ser o gráfico da função  f ?

O

O

O

O

x

x

x

x

y

y

y

y(A) (B)

(C) (D)
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GRUPO II

Nas respostas aos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efetuar e todas as justificações 
necessárias.

Atenção: quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exato.

1.  Uma turma de 12.º ano é constituída por  14  raparigas e  10  rapazes.

1.1.  Os alunos da turma vão dispor-se em duas filas para tirarem uma fotografia de grupo.

Combinaram que:

•  os rapazes ficam sentados na fila da frente;

•  �as raparigas ficam na fila de trás, em pé, ficando a delegada numa das extremidades e a 
subdelegada na outra extremidade, podendo cada uma destas duas alunas ocupar qualquer uma 
das extremidades.

Escreva uma expressão que dê o número de maneiras diferentes de, nestas condições, os jovens se 
poderem dispor para a fotografia.

Nota – Não calcule o valor da expressão que escreveu.

1.2.  Vão ser escolhidos aleatoriamente dois jovens desta turma, para constituirem uma comissão que 
participará num congresso.

Seja  X  o número de raparigas que integram a comissão.

Construa a tabela de distribuição de probabilidades da variável aleatória  X

Apresente as probabilidades na forma de fração irredutível.

2.  Seja  f  a função, de domínio +,  definida por  logf x x2 3= +^ h

Resolva os três itens seguintes sem recorrer à calculadora.

2.1.  Determine o conjunto dos números reais para os quais se tem

logf x x4 83$ + −^ ^h h

Apresente a sua resposta na forma de intervalo de números reais.

2.2.  Determine o valor de  f f36 41000 − 1000^ ^h h

2.3.  Seja  g  a função, de domínio  +,  definida por  g x x f x= +^ ^h h

Mostre que  , : 5c g c1 37 ! =^ h6@
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3.  Um vírus atacou os frangos de um aviário.

Admita que  x  dias após o instante em que o vírus foi detetado, o número de frangos infetados é dado 
aproximadamente por

f x
1 3 2

200
× , x3 0 1

=
+ −^ h

(considere que  x 0=   corresponde ao instante em que o vírus foi detetado).

Resolva os dois itens seguintes sem recorrer à calculadora, a não ser para efetuar cálculos numéricos.

3.1.  No instante em que o vírus foi detetado, já existiam frangos infetados.

Passados alguns dias, o número de frangos infetados era dez vezes maior.

Quantos dias tinham passado?

3.2.  Para tentar verificar se um frango está infetado, o veterinário aplica um teste que ou dá positivo ou 
dá negativo. 

Sabe-se que:

•  quando o frango está infetado, a probabilidade de o teste dar positivo é  96% 

•  quando o frango não está infetado, a probabilidade de o teste dar negativo é  90%

Trinta dias após o instante em que o vírus foi detetado, existiam no aviário  450  frangos não infetados.
Nesse dia, de entre todos os frangos do aviário (infetados e não infetados), o veterinário escolheu, ao 
acaso, um frango e aplicou-lhe o teste.

O teste deu negativo.

Qual é a probabilidade de o frango escolhido não estar infetado?

Apresente o resultado na forma de dízima, arredondado às milésimas.

4.  Para cada valor de  k ,  a expressão 

ln
f x

k xe

x
x x2 >

x #

=
+

+

0

0

x

x

se

se

^ h

Z

[

\

]
]]

]
]

define uma função, de domínio  R ,  cujo gráfico tem:

•  uma assíntota horizontal, quando  x " 3+
•  uma assíntota horizontal, quando  x " 3−

Existe um valor de  k  para o qual as duas assíntotas são coincidentes, ficando assim o gráfico de  f  com 
uma única assíntota horizontal.

Determine esse valor de  k ,  sem recorrer à calculadora.

FIM
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COTAÇÕES

GRUPO I

1.	............................................................................................................	 10 pontos

2.	............................................................................................................	 10 pontos

3.	............................................................................................................	 10 pontos

4.	............................................................................................................	 10 pontos

5.	............................................................................................................	 10 pontos

50 pontos

GRUPO II

1.	
1.1.	 ...................................................................................................	 15 pontos
1.2.	 ...................................................................................................	 20 pontos

2.	
2.1.	 ...................................................................................................	 20 pontos
2.2.	 ...................................................................................................	 15 pontos
2.3.	 ...................................................................................................	 20 pontos

3.	
3.1.	 ...................................................................................................	 20 pontos
3.2.	 ...................................................................................................	 20 pontos

4.	............................................................................................................	 20 pontos

150 pontos

	 TOTAL..........................................   200 pontos



TI de Matemática A – Resolução – Versão 1 • Página 1/ 6 

RESOLUÇÃO

GRUPO I

1.  Resposta (C)

Sendo  A  e  B  dois acontecimentos incompatíveis, tem-se  P A B 0+ =^ h  

2.  Resposta (B)

Tem-se  P A B P B
P A B+

; =^
^

^
h

h
h

0,5P B P x 6>= =^ ^h h

0,5 , ,P A B P X6 7 0 1 0 4< <+ = = − =^ ^h h

Portanto,  
0,
,P A B P B

P A B
5

0 4
5
4+

; = = =^
^

^
h

h
h

 

3.  Resposta (A)

0lim limf u f u f en n= = =^ ^ ^h h h

Só se tem  f e 0=^ h  na opção (A).

 

0,4 
0,1 

6 7 
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4.  Resposta (B)

A função  g  é contínua no ponto  0  se e só se  lim limg x g x g 0
x x0 0

= =
" "- +

^ ^ ^h h h

2×lim lim limg x x
e

x
e1
2

1
x x

x

x

x

0 0

2

0

2
= − = −

" " "- - -
^ h

Seja  y x2= . Como  0x ," −   tem-se  0y " −

Assim,  2 2 2 1 2× × ×lim limx
e

y
e

2
1 1

x

x

y

y

0

2

0

− = − = =
" "- -

Portanto,  g 0^ h  tem de ser igual a  2,  pelo que  2a =

lim lim
ln

lim lim
lng x x

x
x
x1 1

1
x x x x0 0 0 0

b b b= − + = − + = −
" " " "+ + + +

^ ^c ^h h m h

Portanto  1b −   tem de ser igual a  2,  pelo que  3b =

Assim,  2a =   e  3b =

5.  Resposta (D)

Quando  x 0= , o ponto  P  coincide com o ponto  O ,  pelo que  f OA0 =^ h . Quando  x  tende para  3+ , 
a reta  AP  tende a coincidir com a reta  AB,  pelo que a intersecção da reta  AP  com o quadrado tende a 
coincidir com o segmento de reta  [AB]

Assim,  lim f x AB OA f 0
x

= = =
" 3+

^ ^h h 

Como  f 0 0!^ h   (pois  OA 0! ) e como  lim f x f 0
x

=
" 3+

^ ^h h, a opção correta é a opção (D).

GRUPO II

1.1.  Existem  10!  maneiras diferentes de sentar os  10  rapazes na fila da frente.

A delegada e a subdelegada podem ocupar as extremidades da fila de trás de  2  maneiras diferentes. 
Para cada uma destas maneiras, as restantes  12  raparigas podem dispor-se de  12!  maneiras 
diferentes. Portanto, o número de maneiras diferentes de dispor as raparigas, de modo que a delegada 
fique numa das extremidades e a subdelegada na outra extremidade, é  2 × 12!

Então, os 24 jovens podem dispor-se de  10! × 12! × 2  maneiras diferentes.
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1.2.  A variável aleatória  X  pode tomar o valor  0  (se a comissão for constituída só por rapazes), o valor  1  
se a comissão for constituída por uma rapariga e um rapaz) e o valor  2  (se a comissão for constituída 
só por raparigas).

Tem-se então que:

P X C
C P X C

P X C
C

0
92
15 1 14 10

69
35

2
276
91

×
24

2

10
2

24
2

24
2

14
2

= = = = = =

= = =

^ ^

^

h h

h

Tem-se, portanto, a seguinte tabela de distribuição de probabilidades da variável  X

xi 0 1 2

P X xi=^ h
92
15

69
35

276
91

2.1.  Em  R ,  apenas os números positivos têm logaritmo.

Portanto, para que a expressão  2 log logx x4 83 3$+ + −^ h  tenha significado, em  R ,  é necessário 
que  0 0x x 8e que> >−

8 8 8,x x x x0 0> > >+ +/ 3!− + 6@

No intervalo  ,8 3+ 6@ , tem-se:

log log log log

log log log log log

x x x x
x x x x

x x x x

2 4 8 2 8

9 8 9 72

9 72 8 72 9

3 3 3 3

3 3 3 3 3

+ +

+ + +

+ + +

$ $

$ $

$ $ #

+ + − + −
+ − −

− − −

^ ^

^ ^

h h

h h

Portanto, o conjunto dos números reais que verificam a condição dada é  8 8, , ,9 93 3(− + =6@ @ @ @ @

2.2.  Tem-se:

log log

log log log log log log

log log

f f36 4 2 36 2 4

36 4 1000 36 1000 4 1000 36 4

1000
4
36 1000 9 1000 2 2000×

1000 1000
3

1000
3

1000

3
1000

3
1000

3 3 3 3

3 3

− = + − − =
= − = − = − =

= = = =

^ ^ ^ ^
^ ^ ^ ^ ^ ^`

` ^

h h h h
h h h h h hj

j h
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2.3.  ( ) ( ) logg x x f x x x2 3= + = + +

A função  g  é contínua em  R+ ,  pelo que é contínua em  ,1 36 @
Tem-se:

•  1 2 1 2 0 3logg 1 13= + + = + + =^ ^h h

•  3 2 3 2 1 6logg 3 33= + + = + + =^ ^h h

Portanto, g g1 5 3< <^ ^h h

Logo, o teorema de Bolzano permite garantir que  , :c g c1 3 57 ! =^ h6@

3.1.  Comecemos por determinar o número de frangos infetados no instante em que o vírus foi detetado.

( )f 0
1 3 2

200
25
200 8

3#
=

+
= =

Determinemos, agora, ao fim de quantos dias o número de frangos infetados foi dez vezes maior do que  
8,  ou seja,  80

( )

,
,

,

, ,

f x

x x x

80
1 3 2

200 80
80
200 1 3 2

1 3 2 2 5 2
3
1 5

2 0 5

2 2 3 0 1 1 0 1 4 40

×

×

,
,

, , ,

,

x
x

x x x

x

3 0 1
3 0 1

3 0 1 3 0 1 3 0 1

3 0 1 1

+ + +

+ + + +

+ + + +

#
=

+
= = +

+ = = =

= − = − − = − =

−
−

− − −

− −

Portanto, tinham passado 40 dias desde o instante em que o vírus foi detetado.

3.2.  Comecemos por determinar o número de frangos infetados trinta dias após o vírus ter sido detetado.

f 30
1 3 2

200 50
× ,3 0 1 30×=

+
=−^ h

Assim, trinta dias após o vírus ter sido detetado, existiam no aviário 50 frangos infetados e 450 frangos 
não infetados, ou seja, havia um total de 500 frangos.

Sejam  A  e  B  os acontecimentos:

A:  «o frango escolhido estar infetado»          B:  «o teste dar negativo»

Pretendemos calcular P A B;^ h

Sabemos que  0,96 0,9P B A P B Ae; ;= =^ ^h h

Por outro lado, como ao fim de 30 dias após o vírus ter sido detetado existem 50 frangos infetados,

tem-se  0,1 1 0,1 0,9P A P A
500
50 e= = = − =^ ^h h   

Tem-se:
0,1 0,96 0,096

0, 0,9 0,

× ×
× ×

P A B P A P B A
P A B P A P B A 9 81

+

+

;

;

= = =
= = =

^ ^ ^

^ ^ ^

h h h

h h h

A A
B 0,81
B 0,096

0,1 0,9 1
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Continuando a preencher as células da tabela necessárias à resolução do problema, vem

A A
B 0,004 0,81 0,814
B 0,096

0,1 0,9 1

Portanto,

,
,

,P A B P B
P A B

0 814
0 81

0 995
+

; .= =^
^

^
h

h
h

Em vez de considerarmos probabilidades, poderíamos elaborar uma tabela com base no número de 
frangos, tendo-se, então,

A A
B 450 × 0,9
B 50 × 0,96

50 450 500

Continuando a preencher as células necessárias à resolução do problema, vem

A A
B 2 405 407
B 48

50 450 500

E, portanto,  ,P A B P B
P A B

500
407
500
405

407
405 0 995

+
; .= = =^

^
^

h
h
h
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4.  Tem-se:

lim ( ) lim lim lim

lim lim

f x k xe k xe

k xe k
e
x

x x

x

x x

x

x

x

x x

= + = + =

= + = +

" " " "

" "

3 3 3 3

3 3

− − − −

− − −

^ ^

^ `

h h

h j

Seja  y x= − . Como  x ," 3−  tem-se  y " 3+

Então,

lim lim lim

lim

k
e
x k

e
y k

e
y

k

y
e

k k k1 1 0

x x y y y y

y

y 3

+ = + − = − =

= − = −
+ = − =

" " "

"

3 3 3

3

− − + +

+

c e em o o

Portanto, a reta de equação  y k=   é assíntota horizontal do gráfico de  f , quando  x " 3−

Tem-se:

lim ( ) lim ln lim ln lim lim lnf x x
x x

x
x

x
x

x
x

x
x2 2 2 2 0 2

x x x x x
= + = + = + = + =

" " " " "3 3 3 3 3+ + + + +
` j

A reta de equação  y 2=   é assíntota horizontal do gráfico de  f , quando  x " 3+

Portanto, para que as duas assíntotas sejam coincidentes,  k  tem de ser igual a  2


