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Formulário

Comprimento de um arco de
circunferência

α α< �  ( amplitude, em radianos, do
ângulo ao centro raio;  < � )

Áreas de figuras planas

Losango:  H3+198+67+39<‚H3+198+67/89<

#

Trapézio: F+=/7+39<�F+=/7/89<
#

‚E6>?<+

Polígono regular: Semiperímetro Apótema‚

Sector circular: α <
#

#

  (α� amplitude,

em radianos, do ângulo ao centro raio;  < � )

Áreas de superfícies

Área lateral de um cone:  1 < 1
( )< 1� �raio da base geratriz; 

Área de uma superfície esférica:  % <1
#

( )< � raio

Volumes

Pirâmide: "$ ‚ Área da base  Altura‚

Cone: "$ ‚ Área da base  Altura‚

Esfera:  %$ 1        ( )< <$ � raio

Trigonometria

sen sen cos sen cosÐ+ � ,Ñ œ + Þ , � , Þ +

cos cos cos sen senÐ+ � ,Ñ œ + Þ , � + Þ ,

tg Ð+ � ,Ñ œ
tg tg

tg tg

+� ,
"� + Þ ,

Complexos

� �3 ) 3 )-3= œ -3= Ð8 Ñ8 8

È È8 83 ) 3-3= œ -3= ß 5 − Ö!ß ÞÞÞß 8 � "×
) 1�#5

8

Probabilidades
. œ B : � ÞÞÞÞ � B :" " 8 8

5 . .œ B � : � ÞÞÞÞ � B � :É� � � �" " 8 8
# #

Se    é  ,  então:\ RÐ ß Ñ. 5

TÐ � � \ � � Ñ ¸ ! ')#(. 5 . 5 ,

TÐ � # � \ � � # Ñ ¸ ! *&%&. 5 . 5 ,

TÐ � $ � \ � � $ Ñ ¸ ! **($. 5 . 5 ,

Regras de derivação
Ð? � @Ñ œ ? � @w w w

Ð?Þ@Ñ œ ? Þ @ � ? Þ @w w w

ˆ ‰? ? Þ @�? Þ @
@ @

w
œ

w w

#

Ð? Ñ œ 8 Þ ? Þ ? Ð8 − Ñ8 w 8�" w       ‘

Ð ?Ñ œ ? Þ ?sen cosw w

Ð ?Ñ œ � ? Þ ?cos senw w

Ð ?Ñ œtg w ?
?

w

#cos

Ð Ñ œ ? Þ/ /? w w ?

Ð Ñ œ ? Þ Þ + Ð+ − Ï Ö"×Ñ+ +? w w ? �ln       ‘

Ð ?Ñ œln w ?
?

w

Ð ?Ñ œ Ð+ − Ï Ö"×Ñlog +
w �?

? Þ +

w

ln
      ‘

Limites notáveis

limŠ ‹" � œ /"
8

8

lim
BÄ!

senB
B œ " 

lim
BÄ!

/ �"
B

B

œ "

lim
BÄ!

ln ÐB�"Ñ
B œ "

lim
BÄ�∞

ln B
B œ !

lim
BÄ�∞

/
B

B

: œ �∞ Ð: − Ñ    ‘
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Grupo I

• Os cinco itens deste grupo são de escolha múltipla.

• Em cada um deles, são indicadas quatro alternativas, das quais só uma está correcta.

• Escreva na sua folha de respostas apenas o número de cada item e a letra
correspondente à alternativa que seleccionar para responder a esse item.

• .Não apresente cálculos, nem justificações

• Se apresentar mais do que uma alternativa, a resposta será classificada com zero
pontos, o mesmo acontecendo se a letra transcrita for ilegível.

1. A Ana, a Bárbara, a Catarina, o Diogo e o Eduardo vão sentar-se num banco corrido,
com cinco lugares.

 De quantas maneiras o podem fazer, ficando uma rapariga no lugar do meio?

     (A) (B) (C) (D) #( "%%(# "#!

2. A tabela de distribuição de probabilidades de uma variável aleatória    é\

  B ! " #

T Ð\ œ B Ñ

3

3
$ % &
8 8 8

Qual é o valor de  ?8

     (A) (B) (C) (D) % & "# "&

3. Na figura 1 está representado o gráfico de
uma função  ,  de domínio  .0 ‘

�

 Tal como a figura sugere, a recta de equação
C œ " 0  é assimptota do gráfico de  .

 Indique o valor de

  lim
BÄ�∞

” •ln ÐBÑ
B � 0ÐBÑ

Figura 1

     (A) (B) (C) (D) � " ! " �∞
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4. De uma função  ,  de domínio  ,  sabe-se que:1 ‘
�

          e           lim lim
BÄ! BÄ�∞

1ÐBÑ œ �∞ Ò 1ÐBÑ � BÓ œ ! 

 Em cada uma das alternativas apresentadas abaixo, está representado, em referencial o.n.

BSC, o gráfico de uma função e, a tracejado, uma assimptota desse gráfico.

 Em qual das alternativas pode estar representado o gráfico de  ? 1

 (A) (B)

  

 (C) (D)

  

5. Para um certo valor de  , é  em   a função    definida por+ 0contínua ‘ 

   0ÐBÑ œ
B � #B =/ B � +

B � B � $ =/ B   +

Ú
ÛÜ

#

#

    Qual é o valor de ?+

     (A) (B) (C) (D) � $ � # $#
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Grupo II

Nas respostas a itens deste grupo apresente  que tiver de efectuar e todos os cálculos todas as

justificações necessárias.

Atenção valor: quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o 
exacto.

1. Um saco contém onze bolas, numeradas de 1 a 11.

1.1. Ao acaso, tiram-se, sucessivamente e sem reposição, duas bolas do saco.

 Sejam    e    os acontecimentos:E F

 «o número da primeira bola retirada é par»E À

 «o número da segunda bola retirada é par»F À

 Indique o valor de  ,  na forma de fracção irredutível, sem utilizar a fórmulaTÐFlEÑ

da probabilidade condicionada.

 Justifique a sua resposta, começando por explicar o significado de    noTÐFlEÑ

contexto da situação descrita.

1.2. Considere novamente o saco com a sua constituição inicial.

 Ao acaso, extraem-se simultaneamente três bolas do saco e anotam-se os

respectivos números.

 Qual é a probabilidade de o produto desses números ser ímpar?

 Apresente o resultado na forma de dízima, arredondado às centésimas.

2. nto dos números reais que são soluções daDetermine, sem recorrer à calculadora, o conju

inequação

     log log
# #
ÐB � "Ñ � Ð"$ � BÑ Ÿ &

Apresente a sua resposta na forma de união de intervalos de números reais.
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3. Quando uma substância radioactiva se desintegra, a sua , medida em , varia demassa gramas

acordo com uma função do tipo

7Ð>Ñ œ + / ß >   ! ß,>    

 em que a variável    designa o , medido em  decorrido desde um certo instante> tempo milénios,

inicial. A constante real    depende da substância e a constante real    é a massa da, +

substância no referido instante inicial.

 Resolva as alíneas seguintes sem recorrer à calculadora, a não ser para efectuar cálculos

numéricos.

3.1. O  é uma substância radioactiva utilizada na datação de fósseis em que estejacarbono-14

presente.

 Relativamente a um certo fóssil, sabe-se que:

• a massa de   nele presente, mil anos depois de um certo instante inicial, eracarbono-14

de  2,91  g

• a massa de   nele presente, dois mil anos depois do mesmo instante inicial,carbono-14

era de  2,58  g

 Tendo em conta estes dados, determine:
• o valor da constante    para o ;, carbono-14

• a massa de  que existia no fóssil, no referido instante inicial.carbono-14

Apresente os dois valores arredondados às centésimas.

Nota: se, em cálculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no mínimo,
três casas decimais.

3.2. O    é outra substância radioactiva.rádio-226

 Em relação ao rádio-226,  sabe-se que   , œ � ! %$,

 Verifique que, quaisquer que sejam os valores de    e de  ,    é constante.+ >
7Ð>�" 'Ñ

7Ð>Ñ
,

 Determine o valor dessa constante, arredondado às décimas, e interprete esse valor, no
contexto da situação descrita.
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4. Seja    a função de domínio    definida por 0 0ÐBÑ œ
=/ B � "

ÐBÑ � / =/ B   "

‘  

ÚÝ
ÛÝÜ

$ B � $
B �#B�"

#

#

ln "�B

4.1. Sem recorrer à calculadora, estude a função    quanto à existência de assimptotas do0
seu gráfico, .paralelas aos eixos coordenados

 Indique uma equação para cada assimptota encontrada.

4.2. Na figura 2 está representada, em referencial o.n.  ,  parte do gráfico da função  BSC 0

Figura 2

 O rectângulo    tem dois vértices no eixo  ,  estando os outros dois noÒEFGHÓ SB
gráfico de  .    O ponto    tem abcissa  .0 E � #

 Determine a área do rectângulo .ÒEFGHÓ

Nota:
Na resolução deste problema vai necessitar de determinar a abcissa do ponto .G
Para tal, utilize as capacidades gráficas da sua calculadora.
Reproduza na sua folha de prova a parte do gráfico de    que visualizou, bem como0
a recta  .  Assinale também o ponto    e apresente a sua abcissa arredondadaFG G
às centésimas.

Apresente a área pedida igualmente arredondada às centésimas.

5. De uma função    de domínio  sabe-se que:0 Ò"ß #Ó   

    é contínua em todo o seu domínio•  0

 •    aB − Ò"ß #Ó 0ÐBÑ � !ß

 •  0Ð"Ñ œ $ 0Ð#Ñ

Seja   a função de domínio  definida por   1 Ò"ß #Ó 1ÐBÑ œ # 0ÐBÑ � 0Ð"Ñ     

Prove que a função    tem pelo menos um zero.1

FIM
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COTAÇÕES

Grupo I ......................................(5 10 pontos) .................................50 pontos ‚

Grupo II ...............................................................................................150 pontos 

1. pontos .........................................................................................  40  

1.1. ....................................................................20 pontos 
1.2. ....................................................................20 pontos 

2. pontos .........................................................................................  20  

3. pontos .........................................................................................  35  

3.1. ....................................................................20 pontos 
3.2. ....................................................................15 pontos 

4. pontos .........................................................................................  35  

4.1. ....................................................................20 pontos 
4.2. ....................................................................15 pontos 

5. pontos .........................................................................................  20  

TOTAL ...............................................................................................  200 pontos 
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TESTE INTERMÉDIO DE MATEMÁTICA A - 12º ANO

RESOLUÇÃO - VERSÃO 1
______________________________________________

Grupo I

1. $ ‚ %x œ $ ‚ #% œ (# Resposta B

2. $ % & "#
8 8 8 8� � œ " Í œ " Í 8 œ "# Resposta C

3. lim
BÄ�∞ ” •ln ÐBÑ

B � 0ÐBÑ œ ! � " œ � " Resposta A

4. Como       ,  as opções  B e C  ficam excluídas.lim
BÄ!

1ÐBÑ œ �∞

 Como       ,  tem-se que a recta de equaçãolim
BÄ�∞

Ò 1ÐBÑ � BÓ œ !
   é assimptota do gráfico de  . Resposta C œ B 1 D

5. Como a função    é contínua em  ,  ela é contínua, em particular,0 ‘
 em   .B œ +
 Portanto,     .    Daqui vem:lim lim

BÄ+ BÄ+� �
0ÐBÑ œ 0ÐBÑ œ 0Ð+Ñ

 Resposta + � #+ œ + � + � $ Í � #+ � + œ $ Í + œ � $# # A

__________________________________________________________________________________

Grupo II

1.1. TÐFlEÑ  designa a probabilidade de o número da segunda bola retirada ser par, sabendo
que o número da primeira bola retirada é ímpar.

 Inicialmente, existem seis bolas com número ímpar e cinco com número par.
 Após a primeira extracção, ficam dez bolas na caixa, das quais cinco têm número par.

 Portanto,  TÐFlEÑ œ œ& "
"! #

1.2. Para o produto de três números ser ímpar, os números têm de ser todos ímpares.
 De 1 a 11 existem seis números ímpares.
 

 Portanto, a probabilidade pedida é:    
' $
"" $
G
G  ¸ ! "#,
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2. Comecemos por observar que, em , apenas os números positivos têm logaritmo.‘
 Portanto, para que a expressão   tenha significado, em ,log log# #     ÐB � "Ñ � Ð"$ � BÑ ‘

é necessário que    B � " � ! • "$ � B � !
 Tem-se:    B � " � ! • "$ � B � ! Í B � " • B � "$ Í B − Ó "ß "$ Ò
 Neste intervalo, tem-se:       log log# #  ÐB � "Ñ � Ð"$ � BÑ Ÿ & Í
   Í ÐB � "Ñ Ð"$ � BÑ Ÿ & Í ÐB � "Ñ Ð"$ � BÑ Ÿ # Ílog# c d &

   Í "$B � B � "$ � B Ÿ $# Í B � "% B � %&   ! Í# #

       Í B Ÿ & ” B   *
B � "% B � %& œ ! Í B œ
Í B œ & ” B œ *

Cálculo auxiliar:

# "%„ "% �%‚"‚%&
#

È #

 O conjunto solução da inequação é, portanto, o conjunto dos números reais que satisfazem a
condição:    B − Ó "ß "$ Ò • ÐB Ÿ & ” B   *Ñ

 Podemos fazer um esquema:

 Tem-se, assim, que o conjunto solução da inequação é:     Ó "ß & Ó ∪ Ò *ß "$ Ò

3.1. Tem-se, de acordo com o enunciado:

• a massa de ,  mil anos após o instante inicial, era de  2,91  gcarbono-14

• a massa de ,  dois mil anos após o instante inicial, era de  2,58  gcarbono-14

Portanto,       e       ou seja   7Ð"Ñ œ # *" 7Ð#Ñ œ # &) + / œ # &)
+ / œ # *", , ,

, #,
,

Donde:    
 , , ,

, , ,
+ /
+ /

# &) # &) # &)
# *" # *" # *"

#,
, œ Í / œ Í , œ, lnŠ ‹

Portanto,  , ¸ � ! "#,

Por outro lado, como   e como    ,   vem:+ / œ # *" / œ, ,,    # &)
# *"
,
,

+ ‚ œ # *" Í + œ + ¸ $ #)# &) # *"
# *" # &)
, ,
, ,, ,

#
        Portanto,    

Assim, , a massa de    que existia no fóssil era de 3,28 gno instante inicial carbono-14
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3.2. Tem-se

   
7Ð>�" 'Ñ

7Ð>Ñ
+ / /

+ / /
, œ œ œ�! %$ Ð>�" 'Ñ �! %$ >�! '))

�! %$ > �! %$ >
, , , ,

, ,

 ,œ / œ / ¸ ! &
! %$ >
! '))�! %$ > 
! ')), , , ,

 Concluímos assim que     o que significa que, durante o processo de
7Ð>�" 'Ñ

7Ð>Ñ
, ¸ ! &,

desintegração do , a sua massa diminui para metade, sempre que passam 1600rádio-226

anos.

4.1. Assimptotas verticais:

 Uma vez que a função    é contínua para    e para  ,  apenas a recta de0 B � " B � "
equação    poderá ser assimptota vertical do gráfico de   .B œ " 0

 Dos dois limites laterais em  ,        e    ,   apenas o primeiroB œ " 0ÐBÑ 0ÐBÑlim lim
BÄ" BÄ"� �

pode ser infinito,  uma vez que    é contínua em  0 Ò"ß �∞Ò

 Calculemos, então,   :lim
BÄ"�

0ÐBÑ
 lim lim lim

BÄ" BÄ" BÄ"� � �
0ÐBÑ œ  

$ B � $
B �#B�"

$ ÐB � "Ñ
B� "

#
#

#
#œ œ� �

 œ œ œ œ �∞lim lim
BÄ" BÄ"� �

$ ÐB� "Ñ ÐB�"Ñ $ ÐB�"Ñ
B� " B�" !

'
� �# �

 Portanto, a recta de equação      é B œ " assimptota do gráfico de  0

 :Assimptotas horizontais

 Tem-se:

 lim lim lim
BÄ
∞ BÄ
∞ BÄ
∞

0ÐBÑ œ  
$ B � $ $ B

B �#B�" B
# #

# #œ œ $

 Portanto, a recta de equação      é C œ $ assimptota do gráfico de  0

    lim lim
BÄ�∞ BÄ�∞

0ÐBÑ œ Ò œlnÐBÑ � / Ó �∞ � ! œ �∞"
B

 Portanto, o gráfico de    não tem outra assimptota horizontal.0
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4.2. A área do rectângulo   é igual a  ÒEFGHÓ  EF ‚EH
 Tem-se:

 EF œ 0Ð � #Ñ œ œ œ "$‚ Ð�#Ñ � $
Ð�#Ñ �#‚ Ð�#Ñ� " *

*#
#

 EH œ ES � SH œ # � SH

  SH G é igual à abcissa do ponto  ,

ponto de intersecção da recta de

equação    com a curva deC œ "
equação   C œ ÐBÑ � /ln "
B

 Utilizando as capacidades gráficas da

calculadora, verifica-se que a abcissa

do ponto   é aproximadamente igualG
a  $ !),

 Portanto, tem-se:

 Á  rea do rectângulo ÒEFGHÓ œ EF ‚EH œ " ‚ & !) œ & !), ,

 

 
5. Como a função    é contínua em ,  a função  , por ser a diferença entre duas0 Ò"ß #Ó 1 

funções contínuas, também é contínua em Ò"ß #Ó
 Tem-se:

• 1Ð"Ñ œ # 0Ð"Ñ � 0Ð"Ñ œ 0Ð"Ñ
 Como  ,  tem-se     pelo que  a B − Ò"ß #Óß 0ÐBÑ � ! 0Ð"Ñ � ! 1Ð"Ñ � !
• 1Ð#Ñ œ # 0Ð#Ñ � 0Ð"Ñ œ # 0Ð#Ñ � $0Ð#Ñ œ � 0Ð#Ñ
 Como  ,  tem-se     pelo que  a B − Ò"ß #Óß 0ÐBÑ � ! 0Ð#Ñ � ! 1Ð#Ñ � !

 Como a função    é contínua em    e como se tem    e  , 1 Ò"ß #Ó 1Ð"Ñ � ! 1Ð#Ñ � !
podemos concluir, pelo Teorema de Bolzano, que a função    tem pelo menos um1
zero.


