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GRUPO1

e Os cinco itens deste grupo sédo de escolha multipla. Em cada um deles, sado indicadas quatro opcdes, das
quais s6 uma esta correta.

e Escreva na sua folha de respostas apenas o numero de cada item e a letra correspondente a opgéo que
selecionar para responder a esse item.

e Nao apresente calculos, nem justificacées.

e Se apresentar mais do que uma opgao, a resposta sera classificada com zero pontos, 0o mesmo acontecendo
se a letra transcrita for ilegivel.

1. Num referencial o.n. Oxyz, considere um ponto P que tem ordenada igual a —4 e cota igual a 1
Considere também o vetor # de coordenadas (2, 3, 6)

Sabe-se que os vetores aﬁ e u sao perpendiculares.
Qual ¢ a abcissa do ponto P ?

(A) 1 (B) 2

€3 (D) 4

2. Considere, num referencial o.n. Oxyz, a reta definida por {x =)
z=2

Qual das equagdes seguintes define um plano perpendicular a esta reta?
(A) x+y—z=5 B) x+y+2z=5

(C) x—y=5 (D) x+y=>5

3. Considere o intervalo [57, 43—7T

Qual das equagdes seguintes nao tem solugédo neste intervalo?

(A) cosx=-0,5 (B) senx =-0,5

(C) cosx=-0,9 (D) senx =-0,9
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4. Considere a fungéo f, de dominio R\{—1}, definida por f(x)= xi— ]
Considere a fungdo g definidapor g(x)=f(x+a)+k, com a€ER e kER
Sabe-se que as retas de equagdes x =—2 e y =2 sdo assintotas do grafico de g

Quais sdo os valoresde a ede k?

(A) a=1¢e k=-2 B) a=1e k=2
€) a=-1e k=-2 D) a=-1¢e k=2

5. Sejam f e g duas fungdes de dominio R

Sabe-se que:

e asfungdes f e g sdo fungdes quadraticas

e afuncdo f tem dois zeros distintos

e afungdo g tem um unico zero

e os graficos das fungbes f e g intersectam-se no ponto de coordenadas (3, 0)

Qual das afirmagbes seguintes € verdadeira?

(A) Afuncdo f x g tem dois zeros e a fungao tem um zero.

(B) Afungdo f x g tem dois zeros e a fungéo tem dois zeros.
tem um zero.

(C) Afungdo f x g tem trés zeros e a fungdo

(D) Afungdo f x g tem trés zeros e a fungédo tem dois zeros.

00 [~ 09~ og [~ 09w
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GRUPO II

Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificagcdes necessarias.

Atencao: quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacao, apresente sempre o valor exato.

1. Na Figura 1, esta representada, num referencial o.n. xOy, A
parte da hipérbole que é o gréfico de uma fungédo f, de
dominio R\{2}

As retas de equagdes x =2 e y = —1 s3o as assintotas
do gréfico da fungdo f 0

1.1. Responda aos dois itens seguintes sem apresentar
célculos.

1.1.1. Qual é o valor de k para o qual a equagdo
f(x)=k éimpossivel? Figura 1

1.1.2. Qual é o limite de f(x) quando x tende
para +oo ?

1.2. Admita agora que a fungdo f é definida pela expressdo f(x)= )66:)26
1.2.1. Resolva analiticamente a condigdo f(x) < i’_'__)zc

Apresente o conjunto solugao usando a notacao de intervalos de numeros reais.

1.2.2. Seja g afungdo, de dominio R, definida por g(x)=x3

Aequagdo (f o g)(x) = x tem exatamente duas solugdes.

Determine, recorrendo a calculadora grafica, essas solugoes.

Apresente as solu¢des arredondadas as centésimas.

Na sua resposta, deve:

e reproduzir, num referencial, o grafico da funcdo ou os graficos das fungbes que tiver
necessidade de visualizar, devidamente identificado(s);

e assinalar os pontos relevantes para responder a questao colocada.
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2. Na Figura 2, esta representado, num referencial 0.n. Oxyz , o cubo [ABCDEFGH | (o ponto E n&o esta
representado na figura).

Figura 2

Sabe-se que:
e oponto F tem coordenadas (1,3, —4)
e o vetor FA tem coordenadas (2,3,6)

2.1. Escreva uma condic¢ao cartesiana que defina cada um dos seguintes conjuntos de pontos.
2.1.1. Plano FGH

2.1.2. Reta AF

2.1.3. Superficie esférica de centro no ponto £ a qual pertence o ponto G

2.2. Sabe-se ainda que a equagdo 6x+2y—3z+25=0 define o plano HCD

Determine, sem recorrer a calculadora, as coordenadas do ponto £ (vértice do cubo, ndo representado
na figura).
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3. Na Figura 3, esta representado, num referencial o.n. xOy, o
circulo trigonométrico.

Os pontos A, B, C e D séo os pontos de intersecgdo da
circunferéncia com os eixos do referencial.

Considere que um ponto P se desloca ao longo do arco BC,
nunca coincidindo com B nem com C ¢

\NU
Q

Para cada posi¢do do ponto P, seja () o ponto do arco
AB que tem ordenada igual & ordenada do ponto P e seja
R o ponto do eixo Ox que tem abcissa igual a abcissa do

ponto Q D
Seja @ a amplitude, em radianos, do angulo orientado que
tem por lado origem o semieixo positivo Ox e por lado Figura 3

extremidade a semirreta OP (a € %, Vs

|

Resolva os itens seguintes, sem recorrer a calculadora.

3.1. Mostre que a érea do trapézio [OPQR] é dada por —% sen & cos @

3.2. Para uma certa posi¢do do ponto P, areta OP intersecta a reta de equagdo x =1 num ponto de

7

ordenada ———

24
Determine, para essa posigdo do ponto P, a érea do trapézio [OPQOR)]

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

4. Na Figura 4, esta representado um quadrado [ABCD] de D C
lado igual a 4

Admita que o ponto E pertence ao segmento [4B] e que
o triangulo [ADE'] tem areaiguala 6

Determine o valor exato de ED .DC, sem recorrer a
calculadora.

Figura 4

FIM
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COTAGCOES

GRUPO 1
& e eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesessssssssssssssssaaieeseeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenrsnnnnnnnnnnnn 10 pontos
PP PP PP PPPRPPTPPN 10 pontos
PP P PP PTPTPPPP 10 pontos
© et e et eeeeeeeeeeeeetessssssseeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesesesesetteten.—.————————aaaaaaaataeatrrrrre 10 pontos
& et eeeeeeeeeeeeeeeeeeeesesesesssssssestesssssnnnnnaaaaeeeeaeeeeeeeteteterttrrrrrrrrrn———————— 10 pontos
50 pontos
GRUPO 1I
1.1.
1. e ———— 5 pontos
12, e ———— 5 pontos
1.2.
2. e ———— 20 pontos
1 2. 2, e ———— 20 pontos
21.
2% e SR 10 pontos
%t ISP 10 pontos
g S 10 pontos
2. 2 e s 20 pontos
B 20 PP SPPOPPPRPN 15 pontos
B 07RO OPPPRPN 20 pontos
PP TP PP PRPPPPPP 15 pontos
150 pontos
TOTAL ..., 200 pontos
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RESOLUGAO

GRUPO1

1. Resposta (C)
Os vetores 07 e u sdo perpendiculares se, e s6 se, 07 u=0
Designemos por x a abcissa do ponto P

Entéo, as coordenadas do vetor OP s3o (x, —4,1)

Portanto,

OP.ii=0 o (x,—4,1).(2,3,6)=0 ©2x—12+6 =0 & x=3

2. Resposta (D)
xX=y

Designemos por r a reta definida por { 5
z =

O vetor 7 (1,1,0) é um vetor diretor da reta r
Um plano é perpendicular & reta 7 se, e s6 se, o vetor 7 for perpendicular a esse plano.

Portanto, a equag&o do plano tem de ser equivalente a uma equagdo da forma x+y = d

E o caso do plano definido pela equagéo x +y=5
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3. Resposta (D) VA
St 4n
6’ 3

intervalo [—1,—1]. Portanto, as equacbes apresentadas

2

nas opgoes A e C tém solugéo. -1

No intervalo [ ] 0 cosseno toma todos os valores do

0| —

No intervalo , 0 seno toma todos os valores do

6 3
V3 1
2°2

[5 47

intervalo [—

‘/23 ~—0,87

Tem-se —

Portanto, s6 a equacgao apresentada na opg¢ao D nao tem solugéo.

4. Resposta (B)
As assintotas do gréfico da fungdo f* so as retas de equagdes x=—1 e y=0

Como as assintotas do grafico de g sdo as retas de equagbes x =—2 e y =2, ograficode g obtém-se
do grafico de f* por meio da translagéo associada ao vetor de coordenadas (—1,2)

Portanto, a=1e k=2

5. Resposta (A)

Sabe-se que os graficos das fungdes f e g se intersectam no ponto de coordenadas (3, 0), ou seja,
sabe-se que f(3)=g(3)=0

Portanto, 3 € um zero comum as duas fungées.
Afungdo f tem outro zero, que vamos designar por a
Dado que as duas fungdes tém dominio R, tem-se que:
o (/xg)x)=0of(x)=0V g(x)=0«
e(x=aVx=3)V x=3 s

osx=aVx=3

. (é)(x):o o f(x)=0 A g(x)£0 &
s(x=aVx=3) A x#3 &
eSX=da

Entéo,

e afungdo f x g tem dois zeros: a e 3

/

e afungéo 3 tem um zero: a
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GRUPO II

1.1.1. O contradominio da fungdo f ¢ R\{—1}, pelo que a equagdo f(x)=k & impossivel se, e s se,
k=—1

1.1.2. Dado que a reta de equagdo y = —1 é assintota horizontal do gréfico da fungéo f, o limite de f(x)
quando x tende para +oo éiguala —1

124. f(x)<2=X o )66‘

4
x+2 X

—-X
) <0e

o 6-x)x+2)-(4-xx-2) <0 o 6x+12—x%>—2x—4x+8+x%—2x <0 o

(x—2)(x+2) x2-4
- —2;6 + 20 <0
x°—4
X —00 -2 2 10 +00
Numerador + + + + + 0 -
Denominador + 0 — 0 + +
Fracéo + n.d. — n.d. + 0 -

n.d. — ndo definida

Conjunto solugdo: |—2, 2[ U[10, +oo[

.3 A
1.2.2. (fog)(x)=x@f(g(x))=x@f(x3)=x@637x:x y
x° =2 y=x
Na figura, estéo representados: 163 ) :
3 T ‘ >
e o grafico da fungdo fog, definida pela expresséo 63 X P x
x> =2 fog
® aretadeequagéo y =x
e 0s pontos de intersecg¢ao das duas linhas, cujas abcissas \

s80 as solucdes da equagéo (fo g>(x) =X
Portanto, as solugdes da equagéo (fo g)(x) = x, arredondadas as centésimas, sdo —1,63 e 1,53

211. O vetor FA & perpendicular ao plano FGH, pelo que uma equacgdo deste plano ¢ da forma
2x+3y+6z+d=0

Como o ponto F tem coordenadas (1,3, —4), tem-se 2x14+3x3+6x(-4)+d =0

Portanto, d =13

Assim, uma condigéo cartesiana que define o plano FGH é 2x+3y+6z+13=0
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2.1.2. Uma condicao cartesiana que define a reta AF é x; L_ yg 3 _ Zz 4

2.1.3. A superficie esférica de centro no ponto F' a qual pertence o ponto G tem raio igual a FA
Tem-se FA=|FA|=v22+32+62 =y/49 =7

Assim, uma condigo cartesiana que define a superficie esféricaé (x— 1) +(y—3)? +(z+4)* =49

2.2. O ponto £ é o ponto de intersecgéo da reta EF com o plano HCD

Como areta EF é perpendicular a este plano, que é definido por 6x + 2y — 3z + 25 =0, uma equagéo
vetorial daretaé (x, y,z)=(1,3,-4)+k(6,2,-3), ke R

Tem-se (x, y,z)=(1,3,-4)+k(6,2,-3) @ x=1+6k A y=3+2k N z=-4-3k
Portanto, qualquer ponto da reta EF tem coordenadas da forma (1 + 6,3 + 2k, —4 —3k) , sendo k
um numero real.

O ponto E é o ponto desta reta cujas coordenadas satisfazem a equagdo 6x+2y—3z+25=0

Vem, entao,
6(1+6k)+2(3+2k)—3(-4-3k)+25=0=6+36k+6+4k+12+9k+25=0=
49k =-49 s k=-1

Portanto, o ponto £ é o ponto de coordenadas (—5,1,—1)

3.1. Adrea do trapézio [OPQR| é dada por % x OR

As coordenadas do ponto P sdo (cosa, sena)

Como a € %, 71'[, tem-se cosa <0 e sena >0
Portanto,

e OR =—cos«

e PQ=-2cosa

e OR =sen«

—2cosa +(—cosa)
2

Logo, a &rea do trapézio [OPQR] é dada por

—; sena cosa

2

xsena, ou seja, € dada por
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3.2. Afirmar que a reta OP intersecta a reta de equagdo x =1 num ponto de ordenada ——— é equivalente a

24
7
24

1

cos?a

2
<_274> +1 _ 1 PN 49 +1 _ 1 PN 625 _ 1 PN C082a:576

 cosla 576  cosla 576 cos’a 625

afirmar que tga = —

Como tg?a +1 = , tem-se:

Atendendo a que @ € ]n n[ 24

~, |, tem-se cosa =——
2 25

Como tga = SeNE tem-se sena = tga xcosa = — T % <—%> .
cosa

24 25)° 25

Portanto, a area pedida é —3 senacosa =—3 x L < 22 ) - %

2 2725

25
4. Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.

1.° Processo

ED .DC =| ED | x| DC | cos (ED "DC)

Tem-se HD4C> =4

Como a area do triangulo [ ADE] é igual a 6 e AD é igual a 4, vem:

wz6@EXE:12@EX4:IZ@E:3
Assim, AE2+AD?=ED? o +42 —ED? < ED =5
Portanto, ||E5H=5

Tem-se ainda:

cos (ED "DC) = —cos (DE "DC) = —cos (EDC ) = —cos (DEA) = — 4

o

3

Logo, ﬁ)).D—C’>:5><4><<—%>:—12

2.° Processo

Consideremos um referencial o.n. xOy do plano, em que, como a figura Ay
sugere, a origem do referencial coincide com o ponto 4 e os pontos B e D
pertencem aos eixos Ox e Oy, respetivamente.

Como a area do triangulo [ ADE] é igual a 6 e AD é igual a 4, vem:

%zhﬁﬁxﬁﬂzgﬁwﬂzﬁﬁﬁ 0=4 E B

Tem-se, portanto: C(4,4) D(0,4) E(3,0)

"y

Assim, ED =D —E =(0,4)— (3, 0) = (=3, 4)
DC=C-D=(4,4)-(0,4) = (4, 0)

Vem, entdo: ED . DC =(-3,4).(4,0)=—12+0=-12
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