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Formulario

Comprimento de um arco de circunferéncia

ar (a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)

Areas de figuras planas

Diagonal maior X Diagonal menor
2

Losango:

L, . Base matior + Base menor
Trapézio: x Altura

2

Poligono regular: Semiperimetro x Apdtema

2
. ar
Sector circular:

Areas de superficies
Area lateral de um cone: 7rg (7 — raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4772 (r — raio)

Volumes
Piramide: % X Area da base x Altura

Cone: % X Area da base X Altura

3

Esfera: %7‘(‘7’ (7 — raio)

(a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
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GRUPO1

Os cinco itens deste grupo sao de escolha multipla. Em cada um deles, séo indicadas quatro op¢des, das
quais s6 uma esta correcta.

Escreva, na sua folha de respostas, apenas o nimero de cada item e a letra correspondente a opgao que
seleccionar para responder a esse item.

Nao apresente calculos, nem justificagdes.

Se apresentar mais do que uma opgao, a resposta sera classificada com zero pontos, 0o mesmo acontecendo
se a letra transcrita for ilegivel.

. Num certo problema de programacao linear pretende-se minimizar a fungéo objectivo, a qual é definida
por L =2z +y

Na Figura 1, esta representada a regido admissivel.

Figura 1

Numa das opg¢bes seguintes esta a solugao desse problema.
Em qual delas?

(A) z=1e y=1

B) z=0e y=2

(C) z=3 e y=1

D) z=0e y=1
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2. Considere, em R, a equacgao trigonométrica cosz = 0,9

Em qual dos intervalos seguintes esta equagédo nao tem solugao?

T T 3w T
(A) {—57 5} ®) [0,7] (€ [Z’ ﬂ (D) {‘Z’ ﬂ

3. De um triangulo isésceles [A BC] sabe-se que:
e os lados iguais sdo [AB] e [AC], tendo cada um deles 8 unidades de comprimento;

e cada um dos dois angulos iguais tem 30° de amplitude.

_— —

Qual é o valor do produto escalar AB. AC?
(A) —32\/5

(B) —-32

(C) 64

(D) 64+/3

4. Na Figura 2, esta representado o circulo trigpnométrico. Y
Sabe-se que: 2y P
e arecta 7 é tangente a circunferéncia no ponto A(1,0) $

e a recta s passa na origem do referencial e intersecta a recta 7 no
ponto P, cuja ordenada é 2

e 0 ponto (), situado no terceiro quadrante, pertence a recta s \

0
Seja « a amplitude, em radianos, do angulo orientado, assinalado
Q r

na figura, que tem por lado origem o semieixo positivo Ox e por lado
extremidade a semi-recta OQ)

]y

Qual é o valor de «v, arredondado as centésimas?
Figura 2

(A) 4,23
(B) 4,25
(C) 4,27
(D) 4,29

Tl de Matematica A - Versdo 1 e Pagina 4/ 8



5. Sejam , § e 0 trés numeros reais.

Sabe-se que:

° ae:|0,z[
4

T
o a+(=—
2
e a+0 =27
Qual das expressodes seguintes é equivalente a sena + sen (G + senf ?

(A) 2sen « + cos «
(B) 2sena —cosa
(C) —cosa

(D) cosa
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GRUPO II

Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresente todos os calculos que tiver de efectuar e todas as
justificagdes necessarias.

Atencao: quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacéao, apresente sempre o valor exacto.

1. Na Figura 3, esta representada, em referencial o.n. Oy, a
circunferéncia de centro em O e raio 5 r

»
>

Os pontos A e B sdo os pontos de interseccdo da

circunferéncia com os semieixos positivos Oz e Oy, P
respectivamente. \

Considere que um ponto P se desloca ao longo do arco A B, 0 R / A 0 5

nunca coincidindo com o ponto A, nem com o ponto B

Para cada posicdo do ponto P, sabe-se que: _/

e o ponto () é o ponto do eixo Oz tal que PO = PQ

Figura 3
e arecta r é a mediatriz do segmento [OQ]

e 0 ponto R é o ponto de intersecgdo da recta » com o eixo Oz

e « é a amplitude, em radianos, do angulo A OP (oz € }O, gD

Seja f a fungéo, de dominio }O, g[ definida por f(x) = 25senx cosz

Resolva os itens seguintes sem recorrer a calculadora.

1.1. Mostre que a area do triangulo [OP(Q] é dada por f(«)

1.2. Determine o valor de «v, pertencente ao intervalo }O, g[ para o qual se tem f(a) =25 cos’a

1.3. Seja 6 um numero real, pertencente ao intervalo}(), g{ tal que f(6) =5

2
Determine o valor de (sen@ + cosH)

1.4. Considere agora o caso em que a abcissa do ponto P é 3

Determine a equacgao reduzida da recta tangente a circunferéncia no ponto P
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2. Na Figura 4, esta representado, em referencial o.n. Oxyz, o poliedro A
[VNOPQURST)], que se pode decompor num cubo e numa piramide
quadrangular regular.

Sabe-se que:

e a base da pirdmide coincide com a face superior do cubo e VAR
esta contida no plano 20y Q P

e o ponto P pertence ao eixo Ox z

e o ponto U tem coordenadas (4, —4, —4)

e oplano QTV é definido pela equagdo 5z + 2y + 2z =12 U T
2.1. Para cada um dos seguintes conjuntos de pontos, escreva Figura 4
uma condigao cartesiana que o defina.
2.1.1. Plano paralelo ao plano QT'V e que passa na origem do referencial.
2.1.2. Plano perpendicular a recta QN e que passa no ponto V
2.1.3. Recta perpendicular ao plano QT'V e que passa no ponto U

2.1.4. Superficie esférica de centro em U e que passa no ponto T'

2.2. Considere um ponto A, com a mesma abcissa e com a mesma ordenada do ponto U
Sabe-se que OA . OT =8

Determine a cota do ponto A

2.3. Determine o volume do poliedro [VNOPQURST|

3. Na Figura 5, estéa representado o quadrado [ABCD|] A B

Sabe-se que:
e o ponto / é o ponto médio do lado [D (] J

e o ponto J é o ponto médio do lado [BC]

2

Prove que Al . AJ = HAB

1

_  —

Sugestao: comece por exprimir cada um dos vectores AI e AJ como

Figura 5
soma de dois vectores.

FIM
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COTAGCOES

GRUPO1

PP P PSP PPPPPPPPPN 10 pontos
e et eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesessssstssssstsssssssssseeeeseseseseeeseeeeeeeeeesererrrrrrrnrn.———— 10 pontos
PP P PP PTPTPPPP 10 pontos
t et eeeeeeeeeeeeeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeesesesessssststesen.aeaeaeaaeaaaaeeeeereerenes 10 pontos

& et e eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseseeessssssssssssnnnnnnnnnaaeeeeeeeeeeeeteteteeeeeererrennnnnnnnnnnn 10 pontos

50 pontos

GRUPO II

e SRR 20 pontos
A2, e e e e e e e e e e e e r e 15 pontos
L 3 o e aaaaaaaaa e e 15 pontos
T R ERR 20 pontos

2 A s 5 pontos
2.2, e 5 pontos
g SO S 5 pontos
204, s 5 pontos
2. . e e e ———— 20 pontos
7 USRS 20 pontos

& eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesesssssssssssssssseeeieeeeeeeeeeeeeeeseeeeeeeeestetetnnnnnn———————————————— 20 pontos

150 pontos

TOTAL ..o, 200 pontos
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RESOLUCAO
GRUPO 1
1. Resposta (B)

A opcéo (D) é excluida, porque o ponto (0,1) ndo pertence a fronteira da regido admissivel.

Relativamente as restantes opgdes, tem-se:

Opgoes T Y L=2z+y

(A) 1 | 1 | L=2x1+1=3

(B) 0 2 L=2x0+2=2

(©) 3| 1 | L=2x3+1=7

2. Resposta (C)

Na figura, estdo representados o circulo trigonométrico, os lados extremidade dos angulos cujo coseno

) , R R T 3 , ,
€ 0,9 e, a ponteado, os lados extremidade dos angulos que tém R e e radianos de amplitude.
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Como se pode observar:

. 7T ﬂ- ~ ~
no intervalo —?, E , aequagao cosz = 0,9 tem duas solugdes;

no intervalo | 0, w], a equagdo cosz = 0,9 tem uma solugéo;

3T
4

. s ~ ~ ~
no intervalo R ] , a equagdo cosz = 0,9 ndo tem solugéo;

i ™
no intervalo —Z,

N

] , a equacgao cosz = 0,9 tem duas solugdes.

. Resposta (B)

Na figura, esté representado o triangulo [A BC]

A

120°
B 30 30 o
Tem-se A‘EXE:HE X EE

N,
X COS[AB AC’J =
1
=8 x 8xcos120°= 64x[—?} =-32

. Resposta (B)
Recorrendo a calculadora, podemos obter um valor aproximado da amplitude, em radianos, do angulo

pertencente ao intervalo ]O, %[ cuja tangente é igual a 2

Tem-se tg ' (2) ~ 1,107

Portanto, a = 1,107 + 7 = 4,25

. Resposta (D)

™

Como oc+,6=£, tem-se f=——-«
2 2

Como a+ 60 =27, tem-se 0 =27 — «

T
Logo, sena + senf + senf = sena + sen(; - a] + sen(27r - a) =

= sena + Cosy — sena = Cos«
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GRUPO II

1.1. No tridngulo [OPQ], o segmento de recta [PR] é a altura relativa a base [OQ)]

1.2,

1.3.

Assim, a area do triangulo [OP Q)] é dada por

Tem-se:

® cosQu==—= O?R pelo que OR = 5 cosa
5 h o

® senq = =— = —R pelo que PR =5 sena
orP 5

Portanto, a area do triangulo [OPQ] é

0Qx PR

e, portanto, @ =10 cosa

, 10 cosa x b sen«

= 25sena cosa = f(a)

fla) =25 cos” ar < 25 sena cosar = 25 cos® (@ < sena cosa = cos>

Como « € }0, g{ tem-se cosa # 0

s T
Portanto, para a € }O, 5{ fem-se Sena Cosa = COS> ( <> SeNA = COSQ <> (v = Z

1
f(0) =10 < 25senfcosf =5 < senf cosf = =
Entao
2 2 2
(Sen0 + cos9) =gen 60 + 2 send cosf + cos“0
= sen’f + cos’0 + 2senfcosd = 1 + 2send cosh =
=1+2xi=1+£=l
5 5 5
Portanto,
2
(sen@ + COSQ) = Z
5
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1.4. A ordenada do ponto P é E%

Como o tridngulo [OPR)] é rectangulo, por aplicagdo do teorema de Pitagoras, tem-se
— —2 —2

PR =4OP —OR =+25-9=4

Assim, as coordenadas do ponto P s&o (3, 4)

Vamos determinar a equacao reduzida da recta tangente a circunferéncia no ponto P por dois processos.

1.° Processo

—_—

A recta tangente a circunferéncia no ponto P é perpendicular a recta OFP. Como o vector OP tem
coordenadas (3, 4), o declive darecta OP é % e, portanto, o declive da recta tangente a circunferéncia
no ponto P é —%

Assim, a equacgéao reduzida da recta pedida é da forma y = —%x +b

Como o ponto P pertence a esta recta, vem
4:—%x3+b©4=—i+b©b=£

3 25
Assim, a equagao reduzida da recta tangente a circunferéncianoponto Pé y =——2 + —

4 4

2.° Processo

B

Um ponto G(z,y) pertence a recta tangente a circunferéncia no ponto P se e s6 se os vectores OP e

R -

GP forem perpendiculares, ou seja, se e s6 se OP -GP =0

Tem-se
OP =P -0 =(3,4)—(0,0) = (3,4)
GP=P-G=(3,4)—(1,9)=(3 1 4-y)
OP -GP=0e(3,4)-B3-2,4-y)=0 <
o 3B-2)+4(d-1)=0=9-3r+16-4y=0

<:>—4y=3x—25c>y=—ix+2—5
4 4

Portanto, a equacao reduzida da recta tangente a circunferéncia no ponto P é

=——z+—
Y 4 4
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2.1.1. Dois planos paralelos admitem o mesmo vector normal. Portanto, uma condi¢ao cartesiana do plano

paralelo ao plano Q7'V e que passa na origem do referencial &€ 5z + 2y +2z =0

2.1.2. Um plano perpendicular a recta ()N é paralelo ao plano y0Oz

Portanto, o plano pedido pode ser definido por uma equagéo da forma z = k

Como o ponto V' tem abcissa 2, uma condigdo cartesiana do plano perpendicular a recta QN e que
passa noponto V é x =2

2.1.3. Oplano QTV é definido pela equacéo 5z + 2y + 2z =12

Entao, o vector de coordenadas (5, 2, 2) é perpendicular ao plano QT'V, sendo, portanto, um vector
director da recta de que se pretende escrever uma condigéo cartesiana.

Uma condigao cartesiana da recta perpendicular ao plano QT'V e que passa no ponto U(4,-4,-4) é

r—4 y+4 2z2+4
5 2 2

2.1.4. O ponto U tem coordenadas (4,—4,—4), e o raio da superficie esférica de centro em U e que passa

2.2,

2.3.

noponto 7'é UT =4

Uma equagio cartesiana dessa superficie esférica ¢ (¢ —4)> + (y +4)* + (z + 4)* =16

Seja z a cota do ponto A
Entdo o ponto A tem coordenadas (4, —4, z) e, portanto, o vector OA tem coordenadas (4, —4, z)

e

O ponto 7" tem coordenadas (4, 0, —4) e, portanto, o vector OT tem coordenadas (4, 0, —4)

OA-OT =8 & (4,-4,2)-(4,0,-4) =8 = 16— 42 =8 &> 2 =2

Portanto, o ponto A tem cota 2

O volume do poliedro [VNOPQ URST] pode obter-se como soma do volume do cubo [NOPQ URST]
com o volume da piramide [VNOPQ]

O cubo tem aresta 4 e, portanto, o seu volume é 43 =64

Para calcular o volume da piramide € necessario determinar a sua altura.

A altura da piramide é igual a cota do ponto V. Este ponto é o ponto do plano QQ7'V que tem abcissa
2 e ordenada —2

Substituindo & por 2 e ¢ por —2 na equagéo do plano QT'V, obtém-se:

5x2+42x(-2)+22=12 ©22=6<2=3
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Tem-se, entdo, que a altura da piramide é igual a 3. Como a base da piramide é um quadrado de lado 4,
x 3

o volume da piramide é =16

O volume do poliedro [VNOPQURST] é 64+ 16 =80

3. Tem-se ZZ:ZA_ﬁ-FEZ: e Z}:A_§+§j
Entéo,
E.TJ=(E+E).(E+B—'J)=
—AD-AB+AD-BJ +DI-AB+DI-BJ =
=O+E-FJ+B-E+O=

—_— — _ —

_AD-BJ+DI-AB =
—Ap.|Lap|+| L AB| 4B =
2 2
T
=?(AD.AD)+7(AB.AB):

2

2 —
-—|ap[+ |8
2 2

2

— 2 N
=iHAB +iHAB
5 2

— 2
- |45
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