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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r— raio)

Areas de figuras planas

Diagonal maior x Diagonal menor
2

Losango:

Base maior + Base menor
2

Trapézio: X Altura

Poligono regular: Semiperimetro X Apotema

ar?

Sector circular: 5

(a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r— raio)

Areas de superficies
Area lateral de um cone: 7rg (r— raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 477> (r — raio)

Volumes

Piramide: L X Area da base x Altura

3

Cone: L X Area da base x Altura

3

Esfera: %%r3 (r — raio)
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GRUPO1

Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opgao correta.

1. Na Figura 1, esta representada a regido admissivel de um certo problema
de programacao linear em que se pretende maximizar a fungao objetivo L,
definida por L =x+ 3y

Qual é o valor méximo da fungdo L nesta regido?
(A) 14
(B) 15
(C) 20
(D) 21

Figura 1

2. Qual das expressodes seguintes designa um numero real positivo, para qualquer x pertencente ao intervalo

3n|,
]n,z[.

(A) sen x + cos x

COSX
®) o

(C) tgx —senx

(D) senx x tgx

3. Considere, em R, aequagao trigonométrica sen x = 0,3

Quantas solugdes tem esta equagéo no intervalo [-207, 207[?

(A) 20
(B) 40
(C) 60
(D) 80
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4. Na Figura 2, esta representada, num referencial o.n. xOy,

fungdo f

O grafico da fungdo f intersecta o eixo Ox no ponto de
abcissa -1

As retas de equagbes x =1 e y=-2 sé&o as assintotas
do gréfico da fungéo f

Qual é o conjunto solugdo da condigdo f(x)<0?
(A) |-o0,-2[U]-2,0]

(B) ]-o0, —1]U]0, +oo|

(€) |00, 0JU]L, +oo]

(D) |—o0, =1]JU]1, +oo|

. Sejam f e g duas fungdes de dominio R

Sabe-se que:

e afungdo f é definida por f(x)=3x+6

e afungdo g ¢é uma funcdo quadratica e € uma fungéo par
° g(2) =0

Qual das afirmagbes seguintes é verdadeira?

(A) Afungao f x g tem trés zeros e a fungdo
(B) Afungdo f x g tem trés zeros e a fungéo
(C) Afungao f x g tem dois zeros e a fungéo

(D) Afungdo f x g tem dois zeros e a fungdo

0 [~ e~ 09 [~

parte da hipérbole que é o grafico de uma

nao tem zeros.

tem um zero.

nao tem zeros.

tem um zero.
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GRUPO II

Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificagcdes necessarias.

Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagéao, apresente sempre o valor exato.

1. Seja f afungéo, de dominio R, definida por

;x3+3x2—13 se x<1

3

f(x)=
2x=3 se x>1
1—x

1

-2

Apresente o conjunto solu¢ao usando a notagéo de intervalos de numeros reais.

1.1. Resolva analiticamente, em |1, +oco[, a condigdo f(x) <

1.2. Considere, para cada nimero real k, afungdo g, de dominio IR, definida por g(x)=/kx+2

Determine o valor de k para o qual setem (go f)(=3)=6

1.3. Determine o contradominio da fungéo f°

Para resolver este item, recorra a calculadora grafica.
Na sua resposta, deve:

e reproduzir, num referencial, o grafico da fungdo f que visualizar na calculadora (sugere-se a
utilizagéo da janela em que x €[-5,5] e y €[—15,10]); nesse referencial:
— assinale o ponto do grafico de abcissa 1 e indique a sua ordenada
— represente as assintotas do grafico de f

— assinale o ponto do grafico correspondente ao méaximo relativo da fungao

e apresentar o contradominio da fungdo f, usando a notagdo de intervalos de nimeros reais.
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2. Na Figura 3, estao representados:
e oretangulo [ABCD], emque DC=1 e BC=2
e oponto O, ponto médio do segmento [AD ] 1
e uma semicircunferéncia de centro no ponto O e raio 1 A o * o\p

Considere que um ponto P se desloca ao longo do segmento de reta
[AB], nunca coincidindo com A, mas podendo coincidir com B 1

Para cada posigéo do ponto P, seja (J o ponto de intersecgdo da
reta PO com a semicircunferéncia. B 2 C

Seja x a amplitude, em radianos, do angulo DOQ <x S ]0, %])

Resolva os dois itens seguintes sem recorrer a calculadora.

Figura 3

2.1. Mostre que a area do poligono [ BCDQP], representado a sombreado, é dada, em fungdo de x, por

_Igx | senx
2=,

2 5
Determine, para essa posi¢éo do ponto P, a area do poligono [ BCDQP |

2.2. Para uma certa posi¢do do ponto P, tem-se cos <3—7t - x) -3

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

3. Na Figura 4, esta representada, num referencial o.n. Oxyz, parte do
plano ABC, de equagdo x+ y+2z=12

Tal como a figura sugere, A4, B e C sdo os pontos de intersecgdo
deste plano com os eixos coordenados.

3.1. Determine uma equacédo cartesiana do plano que passa no
ponto D (1, 2, 3) e é paralelo ao plano 4ABC

Figura 4

3.2. Seja M o ponto médio do segmento de reta [ AC |

Determine uma condig&o cartesiana da reta MB

3.3. Oplano ABC é tangente, num ponto P, a uma esfera centrada
na origem do referencial, tal como se ilustra na Figura 5.

Determine o valor exato do volume dessa esfera.

Nota: Tenha em conta que a reta OP é perpendicular ao plano ABC

Figura 5
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4. Na Figura 6, esta representado um triangulo equilatero [ABC]
Seja a o comprimento de cada um dos lados do triangulo.

Seja M o ponto médio do lado [BC |

a

Figura 6

—_—

. 2
Mostre que AB . AM = 3%

Nota: AB . AM designa o produto escalar do vetor AB pelo vetor AM

FIM
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COTAGOES

GRUPO 1
e et eeeeeeeeeeeeeeeeeessEeseeeeeeeeeeeeeeasesteteeeeeeeeeeeeeeaaaa——————raetaeaeeeaanannrnraareaees 10 pontos
ettt eeeeeeeeeeeetessssseeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeteseseeesesteten.——————aaaaaaaaaaaetererrrrne 10 pontos
t ettt eeeeeeeeeeeeeeeeeieieeeeeeeeeeeeeeeeeeetesesessssststenn.. i aaaaaaaeaaaaeeeererrine 10 pontos
& et et eeeeeeeeetettetesssaseeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseesssssssssnnnnaaaaaieeeeeeeeaeeeeeeeeeemeeaes 10 pontos
PP P PP PP PTPPPRPP 10 pontos
50 pontos
GRUPO 11
St PRSP 20 pontos
B s 15 pontos
R PRSPPI 15 pontos
2%t P PEERRRR 20 pontos
2. 2 et e aaaaean e 20 pontos
B e —————————————————————— 10 pontos
3. e ———————————————————— 15 pontos
i3 e ————————————————— 20 pontos
© et eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeieeeeeeeetaeeeeeeeteseseetetetet———————————————— 15 pontos
150 pontos
TOTAL ..o, 200 pontos
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RESOLUGAO
GRUPO I

1. Resposta (C)

O valor maximo da fungéo objetivo de um problema de programacéo linear € atingido num
vértice da regido admissivel. Os vértices da regido admissivel sdo os pontos de coordenadas

(0,0), (0,6), (2,6), (3,4) e (3,0)

Calculemos o valor da fungéo objetivo em cada um destes pontos.
L(0,0)=0+3x0=0 L(0,6)=0+3x6=18 L(2,6)=2+3x6=20
L(3,4)=3+3x4=15 L(3,0)=3+3x0=3

Assim, o valor maximo da fungdo L na regido representada ¢ 20

2. Resposta (C)

7t,3—7t ; tem-se senx <0, cosx<0 e tgx>0

2
Entdo, senx+cosx <0,

Seja x €

COSXx
tgx
Portanto, s6 a expressdo tgx —senx designa um numero real positivo, para qualquer x
pertencente ao intervalo ]n, 3771[

<0, tgx—senx >0 e senx xtgx <0

3. Resposta (B)
Aequagdo senx =0,3 tem duas solugdes no intervalo [ 0,27[: uma no intervalo ]O, T

2
57|

Como a fungdo seno é periddica, de periodo 27, a equagdo senx =0,3 tem também
duas solugdes em qualquer um dos vinte intervalos [—207, —187[, [-187, —-167[, -+,
[-27,0[, [0,2x[, [27, 4x][, -, [187%, 207

Portanto, a equacéo dada tem 20 x 2 solugdes no intervalo [—207, 207

e outra no intervalo
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4.

1.1.

Resposta (D) A

O conjunto solugdo da condigdo f(x) <0 ¢é o conjunto das '
abcissas dos pontos do gréafico de f que tém ordenada menor K
ou igual a zero. -1

[P | N ——
—_

[0
Na figura ao lado, estédo representados a cheio os pontos da /

hipérbole com ordenada menor ou igual a zero e a trago mais -2
grosso as respetivas abcissas.

~

Resposta (C)

Afungéo f é definidapor f(x)=3x+6 e, portanto, f(x)=0ex=-2
Como afungdo g épare g(2)=0,tambémsetem g(-2)=0

Portanto, os zeros da fungdo g sdo —2 e 2

Dado que as duas fungdes tém dominio R, tem-se:

e (fxg)(x)=0e f(x)=0Vg(x)=0ex=-2Vx=2

o (é)(x)=0@f(x)=0/\g(x)#0@9c=—2A(x7é—2Ax762)

condi¢@o impossivel
Entéo,

e afungdo f x g tem dois zeros: —2 e 2

e afuncao i nao tem zeros
g

GRUPO 11

No intervalo |1, +oo[, tem-se:

1 2x -3 1 2x-3 1
f(x)<x—2© 1—-x <x—2® 1—x x—2<0@

(2x-3)(x-2)~(1-x) 22— 6345
S Uen(x-2) VT2

Em R, onumerador ndo tem zeros, e os nimeros 1 e 2 sao os zeros do denominador.

<0

No intervalo |1, +oo[, tem-se o seguinte quadro de sinais.

X 1 2 +o00
Numerador n.d. + + +
Denominador n.d. + 0 —
Fragéo n.d. + n.d. —

n.d. — ndo definida.

Conjunto solugéo: |2, +oo|
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1.2. Tem-se: (gof)(—3)=g(f(—3))
f(—3):%><(—3)3+3><(—3)2—13:—4

Portanto,
(gof)N-3)=6=g(f(-3))=6eg(-4)=6 s kx(-4)+2=6ok=-1

1.3. Na figura, esta representada, num referencial, parte do grafico da fungéo f

Nesse referencial, estdo também representados:

— o ponto de abcissa 1 e a respetiva ordenada

— a assintota horizontal do grafico da fungdo f definida pela
equagéo y=-2

— a assintota vertical do grafico da fungdo f* definida pela
equagédo x =1

- oponto P(—3,—4), cuja ordenada é o maximo relativo
da fungdo f
O contradominio da fungéo é o conjunto das ordenadas dos pontos do seu grafico.

Portanto, o contradominio da fungéo f é |—oo, =4 | U |-2, +oo|

2.1. A drea do poligono [BCDQP] é igual a soma da érea do triangulo [ODQ] com a area do pentagono
[ODCBP]

A area do triangulo [ODQ] é dada por M

Tem-se: senx:g—R@senx:Ql—RﬁQR:senx

Portanto, a area do triangulo [ODQ] ¢é dada por lxs%, ou seja, € dada por %

A area do pentagono [ODCBP] é igual a diferenga entre a area do retangulo [ABCD] e a area do
triangulo [OAP]

A area do retangulo [ABCD] éiguala 2

A area do triangulo [OAP] é dada por %

Tem-se: tgx = j=]0) etgx= AI—P o AP =tgx

Portanto, a area do triangulo [OAP] é dada por M% ou seja, thx
. . . ] tgx

Assim, a area do pentagono [ODCBP] ¢é dada por 2 — N

Logo, a area do poligono [ BCDQOP] é dada por 2 — thx + se;x
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2.2. Tem-se: COS (327T - x) =—senx
" 3 \__3 _ _ __3 _3
Entdo, cos ( 3 x) =" & —senx 5 & senx 3

3.1.

3.2

2
Dado que sen?x + cos?x=1 eque senx = % tem-se: (%) +cos2x=1

3V icos?x=1 o O 4 costx— 2,16
<5> +cosx=1 o 25+cos x=1 & cos X=35
i ] _4
Como x € ]0, 4 ] tem-se cosx = 5
3
~ _ senx ) _5 _3
Entdo, dado que tgx = cos 1 tem-se tgx 4 T4
5
Tendo em conta que a area da regido sombreada é dada por 2 — thx + %, concluimos que a area
3 3
ao_ 4 .5 5 3.3 _80-15+12 _77
pedida é 2 > + > 2 8+10 40 40

Dois planos paralelos admitem o mesmo vetor normal. Portanto, uma equagéo cartesiana do plano
pedido é daforma x+y+2z=d

Como o plano passa no ponto D(1, 2, 3), tem-se 1 +2+2Xx3=d
Logo, d=9

Assim, uma equagéo do plano que passa no ponto D e é paralelo ao plano ABC é x+y+2z=9

Como os pontos 4, B e C pertencem ao plano ABC, as suas coordenadas satisfazem a equagao
xX+y+2z=12

Determinemos as coordenadas dos pontos A, B e C

e como o ponto 4 tem ordenada zero e cota zero, tem-se x+0+2x0=12, peloque x=12;
portanto, o ponto 4 tem coordenadas (12, 0, 0)

e como o ponto B tem abcissa zero e cota zero, tem-se 0+y+2x0 =12, peloque y=12;
portanto, o ponto B tem coordenadas (0, 12, 0)

e como o ponto C tem abcissa zero e ordenada zero, tem-se 0+ 0+ 2z =12, pelo que z=6;
portanto, o ponto C tem coordenadas (0, 0, 6)

2 2
Tem-se, entdo, MB =B —M=(0,12,0)—(6,0,3)=(-6,12,-3)

O ponto M é o ponto de coordenadas (12 +0 ,0, 0+ 6) =(6,0,3)

Portanto, uma condigao cartesiana da reta MB é %6 = y1—212 = _23
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3.3. Seja r aretaque passaem O e é perpendicular ao plano ABC
O ponto P ¢é o ponto de intersecgdo da reta » com esse plano.

Dado que areta r é perpendicular ao plano ABC, um vetor diretor desta reta € o vetor de coordenadas

(1,1,2)

A determinacio das coordenadas do ponto P pode fazer-se por dois processos.

1.° Processo

Recorrendo a uma condicao cartesiana da reta r»

Como a reta r passa no ponto O, origem do referencial, e tem a diregdo do vetor de coordenadas

(1, 1, 2), uma condigéo que define estaretaé x =y = %
-1
Y72
As coordenadas do ponto P séo, portanto, a solugdo do sistema < y=%
(x+y+2z=12
( z .
=Z =5 =Z _Z -
x—2 2 X > X > x=2
<y=% @<y:% 4:)<y:% <:><y:%<:><y:2
X+y+2z=12 §+§+2z:12 z+2z=12 |z=4 (z=4

Portanto, o ponto P € o ponto de coordenadas (2, 2, 4)

2.° Processo

Recorrendo a uma equacgao vetorial da reta r

Como a reta r passa no ponto O, origem do referencial, e tem a diregdo do vetor de coordenadas
(1, 1, 2), uma equagdo vetorial destareta é (x, y,z)=k(1,1,2), ke R

Tem-se: (x,y,z)=k(1,1,2) & x=k AN y=k AN z=2k

Portanto, qualquer ponto da reta » tem coordenadas da forma (k, k, 2k), sendo k& um numero real.
O ponto P ¢é o ponto desta reta cujas coordenadas satisfazem a equagdo x+y+2z=12

De k+k+2x2k=12, conclui-se que k=2

Portanto, o ponto P é o ponto de coordenadas (2,2,4)
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Assim, o raio da esferaé OP =|OP | =v/22+22+42 = /24

3
Portanto, o volume da esfera é 4 x 1 x(v24)

3

4. Este item pode ser resolvido por, pelo menos, trés processos.

1.° Processo

Tem-se que a altura de um triangulo equilatero de lado a é igual a ‘/Ea

Portanto, | AM | = ‘/Ea

Entéo,

. . . A, 2
AB . AM =| AB | x| AM | x cos(AB AM):ax‘/zgaxcos?aO":ax ‘/Zgax ‘/g = 32’

2.° Processo

Tem-se: ﬁ = W + W

Portanto, AB . AM=(AM + MB). AM =AM .AM + MB . AM =AM |*+0 =| 40 |

Tem-se que a altura de um tridngulo equilatero de lado a éigual a ‘/Ea
Assim, | AM |= @a

L 2 )
Portanto, AB . AM =|AM ||2=<£a> :3%

3.° Processo
Tem-se: W: E + W
—| 4B |*+ | 4B | x| BM | x cos (4B BM ) =

2 2
_ 2 a o_ 2.4 _1\_3a
=qa +a><—2><cos120 =q +—2 x( —2) i
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