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MATEMATICA A

VERSAO 1

Na sua folha de respostas, indique claramente a versao da prova.

A auséncia desta indicagao implicara a anulagao da prova.

A prova é constituida por dois Grupos, I e 1.

O Grupo I inclui sete itens de escolha multipla.

O Grupo 1II inclui trés itens de resposta aberta,

subdivididos em alineas, num total de sete.
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Grupo |

As sete questdes deste grupo sdo de escolha miltipla.
Para cada uma delas, séo indicadas quatro alternativas, das quais s6 uma esta correcta.

Escreva na sua folha de respostas apenas a letra correspondente a alternativa que
seleccionar para responder a cada questao.

Se apresentar mais do que uma resposta, a questdo sera anulada, o0 mesmo
acontecendo se a letra transcrita for ilegivel.

Nao apresente calculos, nem justificagoes.

Para um certo valor de @ e para um certo valor de b, a expresséo
flr)=a+ %—b define a fungdo f cujo gréfico esta parcialmente representado

na figura.

yl\

Qual das afirmagdes seguintes € verdadeira?

(A) a>0 A b>0 (B) a>0 AN b<O

(C) a<0 A b>0 (D) a<0 A b<O
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2
Indique o conjunto dos numeros reais que s&o solugdes da inequacao 332 j—xl <0

(A) ] -1,2] (B) ]1,2] (C) ]—o00,2] (D) ]2, + o0

Considere as seguintes fungoes:

- x 11213

f:4{1,2,3} — {1,2,3} definida pela tabela T 3112
g:R — R definidapor g(z)=2z+1
h:10,4] — {1,2,3} cujo gréafico é

yI—‘

3 .

e e

o

ol 1 3 4 X
Indique o valorde  f~(2) + (goh)(\/2)
(A) 4 (B) 5 (C) 6 (D) 7

Considere a fungao f, de dominio R, definida por f(z)=1— 2°

Seja t a recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa %

Qual é ainclinagédo da recta ¢ ?

(A) 30° (B) 45° (C) 135° (D) 150°
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Na figura estédo representados dois

vectores, AD e AFE, de normas

12 e 15, respectivamente. P

No segmento de recta [AD)] esta \

assinalado um ponto B. B

No segmento de recta [AE] esta 5

assinalado um ponto C'. " . 3

O triangulo [ABC'] é rectangulo e 4 4 C >
os seus lados ttm 3, 4 e 5 54 15 >5
unidades de comprimento.

Indique o valor do produto escalar A—D> A—E>

(A) 108 (B) 128 (C) 134 (D) 144

Indique as solugdes da equagdo 5+ 2cosz =6  que pertencem ao intervalo [0, 27]

4 5
(A) 5 e 5 (B) 5 e 5

7 11
€ & e 5 D) § e 5

Na figura junta esta representada a regido
admissivel de um problema de Programacgéao Y

Linear. Esta regido corresponde ao sistema

0 X

Qual é o valor maximo que a funcéo objectivo, definida por z = x + vy, pode alcancar

nesta regidao?

(A) 7 (B) 9 (C) 11 (D) 13
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Grupo Il

Nas questées deste grupo apresente o seu raciocinio de forma clara, indicando todos os
calculos que tiver de efectuar e todas as justificagdes necessarias.

Atencgédo: quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagéao, pretende-se sempre o valor
exacto.

1. Durante os ensaios de um motor, a velocidade de rotacdo do seu eixo variou, ao longo dos
primeiros oito minutos da experiéncia, de acordo com a funcao

v(t) = t3 — 152 + 63t

onde ¢ designa o tempo (medido em minutos), contado a partir do inicio da experiéncia, e
U(t) designa a velocidade de rotagao do eixo do motor (medida em centenas de rotagbes por
minuto).

1.1. Sem recorrer a calculadora, a ndo ser para efectuar eventuais calculos numéricos,
determine qual foi a velocidade maxima atingida, nos primeiros oito minutos da
experiéncia. Apresente o resultado em centenas de rotagdes por minuto.

1.2. Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, determine durante quanto
tempo é que, nos primeiros oito minutos da experiéncia, a velocidade de rotacéo do
eixo do motor foi superior a 6 000 rotagdes por minuto. Escreva o resultado final em
minutos e segundos (com o numero de segundos arredondado as unidades).
Apresente todos os elementos recolhidos na utilizagdo da calculadora, nomeadamente
o grafico, ou graficos, obtidos, bem como as coordenadas dos pontos relevantes para a
resolugéo do problema (apresente as abcissas com duas casas decimais).

2. Considere, em referencial o.n. Oxyz, oponto P (0,4,3)

21. Seja « o plano que contétm o ponto P e é perpendicular a recta de equagdo
vectorial (z,y,z) = (0,1, —3)+k(1,0,2), k € R
Determine a area da seccao produzida pelo plano o na esfera definida pela condi¢éo
(x+2)2+(y—1)2+ (2 —4)* < 3.
Sugere-se que:
* Determine uma equagdo do plano «.
* Mostre que o centro da esfera pertence ao plano .
* Atendendo ao ponto anterior, determine a drea da sec¢do.

2.2. Admita que um ponto () se desloca ao longo do semieixo
positivo Oz, nunca coincidindo com a origem (O do
referencial.

Seja f afungdo que faz corresponder, a cota z do ponto
@, o perimetro do triangulo [OPQ)].

221. Mostreque f(z)=z+5++/22—62+25

2.2.2. Sem recorrer a calculadora, determine a cota do
ponto () de modo que o perimetro do tridngulo

[OPQ)] sejaiguala 16.
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3.1.

3.2.

Na figura junta estdo representados, em
referencial 0. n. Oy :

* 0 circulo trigonométrico
- arecta r, deequagido x =1

* 0 angulo, de amplitude «, que tem por lado
origem o semieixo positvo Ox e por lado

extremidade a semi-recta OA

« o ponto B, interseccdo do prolongamento da
semi-recta OA com arecta 7.

Como a figura sugere, a ordenada de B é \/g

Sem recorrer a calculadora, determine o valor
de

5sen(% + a) + 2cos (37 — @)

Considere agora um ponto P, do primeiro
quadrante (eixos nao incluidos), pertencente a
circunferéncia de centro na origem e raio 1.
Sejam (7, s) as coordenadas do ponto P.

Seja t a recta tangente a circunferéncia no
ponto P.

Seja () o ponto de intersecgéo da recta ¢ com
oeixo Ox.

Prove que a abcissa do ponto () é lr

FIM
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COTAGCOES

GrUPO | e 63
Cada resposta Certa ..o 9
Cada resposta errada...........ooceeieiiiiiii 0
Cada questao nao respondida ou anulada ...............ccccvvieeveeeneneee, 0
Grupo .. 137
R 40
S S 20
T2 s 20
2 57
2 e 19
2.2, e 38
2.2 19
2.2.2. 19
B 40
2% TSRS 20
B2 s 20
TOT AL 200
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TESTE INTERMEDIO DE MATEMATICA A

10 de Maio de 2007

RESOLUCAO - VERSAO 1

Grupo |

As assimptotas do grafico da funcéao definida por f(x) =a+ 1

s&0 as rectas de equagdes y = a e x = b.

Tem-se, assim,que a >0 A b<O0

. 2’ +1 . "
Na fraccéo 5_, © numerador é positivo, para qualquer x real,

pelo que a fracgao é negativa quando o denominador o for.
Ora, 2—x<0& —ox< -2 &S >2

F7H2) + (goh) (V2) =3+g[h(v/2)] =
=3+9(1)=3+3=6

Tem-se que f'(x) = — 2x, pelo que f’(%) = -1

O declive darecta t é, portanto, — 1, pelo que a sua inclinagao é

180° — 45° = 135°

AD. 48 = |43 | x |[4F |  cos (4B~ 7F) -

:12><15><% — 144

5+2cosx =6 < cosx = %

No intervalo [0, 27|, as solugdes desta equagéo s&o

T e or_ T N S i
3 €27 3, ouseja, 3 e —3

z—0b

Resposta B

Resposta D

Resposta C

Resposta C

Resposta D

Resposta B
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O valor maximo da funcdo objectivo de um problema de Programacgéao
Linear ¢é atingido num vértice da regido admissivel.
Os vértices da regiao representada sao:

(0,0)

intersecgdo do eixo Oy com a recta de equagdo y = 6
intersecgado das rectas de equagdes y =6 e 2z +y = 12
intersecgao das rectas de equagées * =5 e 2x+y = 12
intersecgédo do eixo Ox com arecta de equagéo x = 5

0,6
3,6
5,2
5,0

Y

(
(
(
(

Ll

Y

Calculemos o valor da fungéo objectivo, z = x + y, em cada um destes
pontos:

(0,0) - 2=0+0=0

(0,6) - 2=04+6=26
(3,6) - 2=34+6=9
(5,2) - z2=54+2=7
(5,0) - 2=54+0=5

Assim, o valor maximo que a funcdo objectivo pode alcangar na regiao

representada é 9.
Resposta B

Grupo Il

11. Tem-se: v/(t) = 3t> — 30t + 63

v'(t)=0 & 3t =30t +63=0 & t* — 10t +21=0 &

10+ /100 —4x 1x 21 10+ 4

t 5 & t= 5 =

S t=3V it=7

t
v’ (1)

v(t)

ol+ | o

+
81| ~ |49 7 |56

N+

Portanto, a velocidade maxima atingida, nos primeiros oito minutos da experiéncia, foi
de 81 centenas de rotagdes por minuto.
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1.2.

2.1.

Comecemos por observar que 6 000 (rotagées por minuto) é igual a 60 centenas (de
rotagcdes por minuto).

Temos, assim, de comegar por resolver a inequagdo v(t) > 60.

Na figura esta representado o gréafico da fungdo v, bem como a recta de equacao

y = 60.

\ 4

0 1,34 5,42 8

Assinalaram-se os pontos de intersec¢ao do grafico de v com a recta, bem como as
respectivas abcissas, com duas casas decimais, conforme era pedido no enunciado.

Portanto, a velocidade de rotagdo do eixo do motor foi superior a 6 000 rotagdes por
minuto durante 5,42 — 1,34 minutos, ou seja, durante 4,08 minutos.

Atendendo a que 0,08 x 60 =~ 5, podemos concluir que a velocidade de rotagdo do
eixo do motor foi superior a 6000 rotagdes por minuto durante 4 minutos e 5
segundos.

Comecemos por determinar uma equacgéo do plano .

Um vector normal ao plano o é o vector de coordenadas (1,0, 2).

Portanto, o plano « pode ser definido por uma equagéo do tipo = + 2z = d

Como o plano « contém o ponto P(0,4,3), vem 0-+2x3=4d, ou seja,
d = 6.

Uma equagdo do plano « é, portanto, = + 2z = 6.

O centro da esfera é o ponto de coordenadas ( —2,1,4). Substituindo estas
coordenadas na equagdo = + 2z =6 vem —2+42 x4 =6, o que é verdade,
pelo que o plano o contém o centro da esfera.

Assim, a seccao produzida pelo plano « na esfera & um circulo cujo centro coincide
com o centro da esfera e cujo raio € igual ao da esfera.

Como a area de um circulo € dada por 7 r?, aareada secgéo é igual a 3.
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2.2.1. O perimetro do triangulo [OPQ)] éiguala OP + OQ + PQ

Tem-se que:

O—P2:32+42, peloque OP =5
0Q =z

S —

PQ = |Pq| = lo-Pl =

— 0,0,2) - (0,4,3)] =

— 0, ~4,2=3)| = VOFI6 1 (: =3 =

= V16+22-62+9 =+/22—62 + 25

Portanto, o perimetro do triangulo [OPQ)] éiguala z + 5+ \/z2 —62z 4+ 25

2.2.2. Tem-se;

24542262425 =16 & V/22—62+25 =16—z2—5 <

2
& V2-62+2 =11-2 = (\/22—62'—1-25) =(11-2)7 <

& 22—62+25=121—-222+ 2> & 22z — 6z = 121-25 &
& 162 =96 & z=6
Como, num passo da resolugéo, se elevaram ambos os membros da equagédo ao

quadrado, ndo € possivel garantir que 6 é solugdo da equacgédo inicial. Temos de
verificar se assim é:

6+5+ \/62 —6x6+ 25 =16 <& 16 =16, o que é verdade.
Portanto, 6 é solugéo da equacao inicial.

Assim, o ponto () deve ter cota 6, de modo que o perimetro do triangulo [OPQ)] seja
igual a 16.
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Resulta da figura que tga = \/§

Pretende-se saber 5 sen (% + a) + 2cos (31 — )
Ora, 5sen<% + a) + 2cos (3™ —a) =5Hcosa — 2cosa = 3cosa

Portanto, sabemos que tga = \/é e queremos saber o valorde 3 cos «

Tem-se: 1 + tg?a = cosZar

Vem, entdo: 1 + (\/5)2 = Coiga & 9= L <

& cosla = %

Como « € um angulo cujo lado extremidade esta no terceiro quadrante, tem-se que
cosa < 0.

Portanto, cosa = — %

Vementdoque 3cosa = —1

Apresentamos a seguir trés possiveis processos de resolucéo:
1° Processo:

Seja [ aamplitude do angulo QOP.

N
Por um lado, tem-se que cosf3 = r P
sl
Por outro lado, tem-se que B 0 -
0 N3
cos 3 = 8—5 = O—lQ

1 VaYa) 1
Portanto, —— = 7, donde OQ = ——
0Q @ r

Portanto, a recta ¢ intersecta o eixo Ox no ponto de abcissa %
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2° Processo:

Seja x aabcissa do ponto (). Como este ponto pertence ao eixo Ox, a sua ordenada é zero.

Tem-se assim que () tem coordenadas (z, 0).

7 . . a . 2% B
Como a recta t ¢é tangente a circunferéncia no ponto P, os vectores OP e P(Q séao
. _—
perpendiculares, pelo que OP. PQ = 0.

Como P—Q>:Q—P:($,O)—(r,s):(m—r,—s), vem:

OP.PQ=0<% (rs).(z—r,—s5)=0 ©@rz—r—-s"=0 & re=r'+s &

<:>r$:1<:>yc:lr

3° Processo:

Tem-seque OP = (r,s), peloque um vector director darecta t éovector u = (—s,7)

O declive darecta t é, portanto, iguala — %

A equacdo reduzida darecta t &, assim,daforma y = — % x+b
Como o ponto P(r, s) pertence a esta recta, tem-se que s = — % r + b,
dondevem b = s+ %r =5 + é = # — ?1

A equacdoreduzidadarecta t &€ y= — % T + ?1

0= —%x+% (onde x é aincognita).
1
Ora, Oz—Lac—i——1<:>Lx:i & = —%F &
S S S S ?
o g= L x2 o =L
S T T
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