Teste de Matematica A

2018 /2019
Teste N.°5
Matematica A
Duragao do Teste (Caderno 1 + Caderno 2): 90 minutos
12.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.°: Turma:

Este teste € constituido por dois cadernos:

e (Caderno 1 — com recurso a calculadora;

e Caderno 2 — sem recurso a calculadora.
Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta indelével, azul ou preta.
Nao é permitido o uso de corretor. Em caso de engano, deve riscar de forma inequivoca
aquilo que pretende que nao seja classificado.
Escreva de forma legivel a numeragdo dos itens, bem como as respetivas respostas. As
respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas sdo classificadas com
zero pontos.
Para cada item, apresente apenas uma resposta. Se escrever mais do que uma resposta a
um mesmo item, apenas é classificada a resposta apresentada em primeiro lugar.
O teste inclui um formulario.

As cotagdes encontram-se no final do enunciado da prova.

Para responder aos itens de escolha multipla, ndo apresente calculos nem justificagdes e

escreva, na folha de respostas:

e O numero do item;

e aletra que identifica a Unica opg¢ao escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e

todas as justificacbes necessarias.

Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacgao, apresente sempre o valor exato.

' ASI\ Teste N.° 5 de Matematica A_12.° Ano Expoente’2 | Daniela Raposo e Luzia Gomes



Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia

ar (o —amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)

Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um setor circular:

2
ar . . A .
- (a — amplitude, em radianos, do 4ngulo ao centro; r — raio)

Area lateral de um cone: 1 g (r — raio da base;
g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4 wr? (r — raio)

Volume de uma piramide: § x Area da base x Altura
1 s
Volume de um cone: S X Area da base X Altura

4 .
Volume de uma esfera: ;T r3(r — raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,)

Uuqptun

Progressao aritmética: — o Xn

n

~ PP 1-r
Progressdo geométrica: u; X —

Trigonometria
sen(a + b) =sena cosb +senb cosa

cos(a + b) = cosa cosb —sena senb

senA senB senC

a b ¢
a? =b?+c?—2bccosA

Complexos

(pcis )™ = p™cis (n®) ou (reie)n =rnein®
0 2km

Vpcis 6 = t/p cis (e+2kn) ou Vre® = Wei(FT)

n

(k € {0,..,n—1}en€eN)
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Probabilidades
‘u. = p1x1+. . +pnxn

0= \/P1(x1 - |J-)2+---+pn(xn - |~1)2

Se X é N(u, 0), entdo:
Plu—o<X<p+o)=06827
P(u—20 <X <p+20) = 09545
P(n—30< X <p+30) = 09973

Regras de derivagao
w+v) =u+ v

(w.v) =v.v+urv

uy'  u.v—uv

() =~

W) = n.u"tu'(n€eR)
(senu)' = u'.cosu
(cosu)' = —u'.senu

!

tgu) =
(tgu) cos?u

(e = u'.e*
(@) = u'.a*.lna (a € R* \ {1})

!

u
(Inu) = —
u

(logau)' = (a€ R\ {1})

u.lna

Limites notaveis

lim (1 +%)n=e (neN)

. sen x
lim =1
x-0 X

lim
x-0 X

. Inx
lim —=0
X-+00 X

X

. e
lim — =+ (p € R)

x—+00 xP
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CADERNO 1: 45 MINUTOS
E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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1. Pretende-se formar codigos com os doze carateres existentes em EXPOENTE1819.
Quantos desses codigos comegcam com a sigla XPTO?
(A) 336 (B) 3360 (C) 6720 (D) 40 320

2. Sejam (E,P(E),P) um espaco de probabilidades e A, B € P(E) dois acontecimentos possiveis,
incompativeis e equiprovaveis. Sabe-se ainda que P(A n B) = 0,4.
Qual é o valor de P(A N B)?
(A)O (B) 0,3 (C)0,4 (D) 1

3. Seja f a fungao, de dominio |—1, + o[, definida por:

=T

3.1. Recorrendo a processos exclusivamente analiticos, prove que a seguinte proposicao é

verdadeira:

HCE]—%,O[:f,(C) = 2<f(0)_f<_%>>

3.2. Recorrendo a processos exclusivamente analiticos, estude a fungéo f quanto a monotonia e
quanto a existéncia de extremos.
Na sua resposta, apresente:
e o intervalo em que a fungao é crescente;
¢ o intervalo em que a funcao é decrescente;

e 0 valor de x para o qual a funcdo tem um extremo.

3.3. Considere os pontos:
e A, ponto do grafico de f, de abcissa c, cuja existéncia ficou provada na alinea 3.1.;
¢ B, ponto do grafico de f cuja abcissa € o unico zero da fungao f;
¢ 0, origem de um referencial ortonormado.
Recorrendo as capacidades graficas da sua calculadora, determine a area do tridngulo
[0AB].
Na sua resposta, deve:
- reproduzir o grafico da fungdo ou os graficos das funcbes que tiver necessidade de
visualizar na calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial;
- indicar as coordenadas, com arredondamento as milésimas, dos pontos A e B;
- desenhar o triangulo [0AB], assinalando os pontos que representam os seus vértices;

- apresentar o resultado pedido, com arredondamento as centésimas.
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4.1. Em C, conjunto dos numeros complexos, considere z; = —1+ 3i e z, = —cos (g) — isen (g)

z1+(zx) 1
1_j2019 °

Determine apresentando o resultado na forma algébrica.

4.2. Mostre que Zw + zw é um numero real, para quaisquer z, w € C.

FIM DO CADERNO 1

COTAGOES (Caderno 1)

Item

Cotacao (em pontos)
1. 2. 31 3.2 3.3 41 | 4.2
8 8 14 20 20 14 12 96
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CADERNO 2: 45 MINUTOS
NAO E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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5.

y

Sejam f' e f”, de dominio R, a primeira e a segunda derivadas de uma fungao f, respetivamente.
Para um certo numero real a, sabe-se que:

e P é o ponto do grafico de f de abcissa a;
flath)=f(@ _ .

e Jim
h—-0

lim 2@ _ 4

x-a x—a
Qual das afirmagdes seguintes é necessariamente verdadeira?
(A) a é um zero da fungao f.
(B) P é um ponto de inflexdo do grafico da fungéo f.
(C) f(a) é um maximo relativo da funcgéo f.

(D) f(a) € um minimo relativo da fungao f.

Para cada numero real k, considere a fungao f, de dominio [—% +oo[, definida por:

sen (3x2) T
———— se —>=<x<0
cosz(g—x) 2

fe = k se x=0
eX¥—1 =0
I se x

6.1. Mostre que n&o existe nenhum valor real de k para o qual a fungéo f é continua em x = 0.

6.2. Estude o grafico da fungdo f quanto a existéncia de assintotas nao verticais, e, caso

existam, escreva as suas equagdes.

6.3. Em ]0, +oo[, considere a fungéo h definida por h(x) = f(x) X 3x — x2.
Seja r a reta tangente ao grafico da fungédo h que tem declive minimo.
O declive da reta r é:
(A) In2 (B) 1—(In2)? (C) 2—1In4 (D) 0

. Seja g a fungao, de dominio |—m, nt[, definida por g(x) = 2cos x + cos?x + 5x.

Estude a fungdo g quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de
pontos de inflexao.

Na sua resposta, apresente:

— o(s) intervalo(s) em que o grafico de g tem a concavidade voltada para baixo;

— o(s) intervalo(s) em que o grafico de g tem a concavidade voltada para cima;

— as abcissas do(s) ponto(s) de inflexdo do grafico de g.
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8. Na figura esta a representagéo grafica de uma fungao continua f, 4

y

de dominio R.

Tal como a figura sugere, o eixo Ox e a reta de equagéo y = 1 sdo \
assintotas ao grafico de f. 1 e

x+1

Seja g a fungéo, de dominio R, definida por g(x) = =

f&x) -

Considere as afirmagdes seguintes:

1 g)xf'(0)>0

() O grafico da fungdo g admite uma assintota horizontal quando x — +o.

(Il1) O grafico da fungdo g admite uma assintota horizontal quando x - —co.

(IV) O grafico da fungdo g ndo admite assintotas verticais.

Apenas uma das afirmacdes é verdadeira.

R

Elabore uma composi¢cdo, na qual indique, justificando, o valor légico de cada uma das

afirmacgoes.

de um oscilador harménico h.

Em qual das opgbes pode estar a expressao analitica h(t) da

funcao representada?

(A) h(t) = 4cos (Tt +3)
(B) h(t) = 4cos(mt +2)
(C) A(t) =8cos(mt +3)

T
2
(D) h(t) =4cos 1Tt+37“)

. Na figura esta representado, no intervalo [0,6], 0 movimento *
4

FIM DO CADERNO 2

COTAGOES (Caderno 2)

Item

Cotacao (em pontos)

6.2

6.3 7. 8.

20

8 20 20

8 104

A
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TESTE N.° 5 — Proposta de resolugao

Caderno 1

1. Opc¢ao (B)
X PpTO _ _ _ _ _ _ _ _

1 x1 x1X1 X 8Cyx 5Cyx3! = 3360

Depois de colocados o0 X, o P, 0 T e 0 O, existem 8C3 maneiras de colocar os trés E nos oito
espacos disponiveis. Por cada uma destas maneiras, existem °C, formas de colocar os dois 1 nos
cinco lugares ainda disponiveis, sendo que, por cada uma das maneiras de colocaro X,0P,0T, 00,

os trés E e os dois 1, existem 3! formas de colocaro N, 0 8 e 0 9.

2. Opcao (B)
Sabe-se que P(4) >0, P(B) >0, P(AnB)=0, P(A)=P(B) e P(ANB) =04.
Assim:
P(ANnB)=04<P(AUB)=04P(AUB)=1-04
& P(AUB) =06
& P(A)+ P(B)—P(ANB) =06
& P(B)+ P(B)—0=0,6
& P(B) =03
Logo, P(ANB) =P(B) —P(ANB) =03—-0=0,3.

3.1. Sabemos que:
e f é continua em |—1,+x[, logo, em particular, f é continua em [—%,O];
e f é diferenciavel em |—1,+x[, logo, em particular, f é diferenciavel em ]—%,0[.
FO-£(-3)

Assim, pelo teorema de Lagrange, pode concluir-se que 3c € ]—% 0[ f'(c) = W isto é,
2

dc € —1,0 f'e)=2(fO0)—f ~1 , COMo queriamos demonstrar.
=39 (r@-r(-3)

(In(3x+3)) x(x+1)—In(3x+3)x (x+1)’
+0=
(x+1)2

3.2. f'(x) =

3
— 3x+3

X(x+1)-In(3x+3)x1 _
(x+1)2 -

_ 1-In(3x+3)
- (x+1)2
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f'x)=0
1-InBx+3)=0 A (x+1)?#0 ©In(Bx+3)=1 A x+1%#0
©3x+3=e AN x+—1

e-3
S X =—
3

X
3
Sinal de f’ n.d. + 0

Variacao de f n.d. / Max. \_\

€ crescente em —1,g e é decrescente em ﬁ, +oo|; existe um maximo de arax =<2
3 3 3

3.3. Comecemos por determinar as coordenadas do ponto A:

L, 1-In(3x+3)
yi=f(),isto e,y =0

v, =2 (f(O) -1 (- %)) isto &, y, =2 (ln(3) 45l 5) =2 (ln(3) —2In (%))

1
2

A

Assim, ¢ = —0,311.

Logo, A(—0,311; f(—0,311)), isto &, A(—0,311;6,054).

A 4

De seguida, representemos graficamente a fungéo f e determinemos as coordenadas do ponto B:

In(3x + 3
yo =D

x+1
A
A ¥
Y3
e 5 > B(—0,846;0)
OB xy, 0,846 x 6,054
ApjoaB) = 5 = > ~ 2,56 u.a.
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4.1. Calculos auxiliares

(1) z, = —cos (;) - isen( ) (cos( ) + lsen( )) = —eig = ei(mg) = ei(87n)

Logo, (z,)* =e (F)x14 = giciom) = 1.

(2) 2019 =3 = —
2019
504
z1+(zx)" 143041 30
1-i2019  1—(=i)  14i
_3i(1-i)  _ 3i-3i%
T @+n@-) - 1-iz
3i+3 3;
= = - + -
2 2t

42 .Sejaz=a+biew=c+di,ondea,b,ced€R.
Assim:
Zzw+zw=(a—bi)(c+di)+ (a+bi)(c—di) =
= ac + adi — bci — bdi? + ac — adi + bci — bdi? =
= 2ac + bd + bd =
= 2ac +2bd € R

Caderno 2
5. Opgao (C)

P ¢ o ponto do gréfico de f de abcissa a, logo P(a, f(a)). Como lim M

f@-f'@ _

s —1, conclui-se que f'"'(a) = —1.

f'(a) = 0 e como lim
xX—a

= 0, conclui-se que

Assim, como f'(a) =0 e f'(a) < 0, podemos concluir que f(a) € um maximo relativo da fungao f.

6.
6.1. f é continua em x = 0 se e s0O se existir lim,._, f(x), ou seja, lim,_,o- f(x) =lim,_ o+ f(x) = f(0).
Ora:
«f(0) =k
e*-1 (0) 1 e*-1 1 1
elim, o+ f(x) = lim,_ o+ = = Gl r——=X1=2
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y

6.2.

6.3.

. . sen (3x%) ;. sen (3x2)
elim -f(x) =lim -————= = lim -
x—0 f( ) x—0 COSZ(E—X) x=>07 sen2x

lim (sen (3x2) x x ) _

- x-0 3x2 sen(x) = sen(x) -
. sen (3x2) 1 1
= lima,2 _ o+ X X X3 =
3x< -0 32 lim_sen(x) lim_sen(x)
x>0 X x—-0 X

=1x:xix3=
1 1
=3
Visto que lim,_,- f(x) #lim,_y+ f(x), conclui-se assim que n&o existe nenhum valor real de k

para o qual a fungéo f é continua em x = 0.

Como f tem dominio [—§,+oo[, apenas faz sentido estudar as assintotas nao verticais ao

gréafico de f quando x — +oo.

Assim:

eX—1 x
. f(x) . . e*—1 (00)
m= lim —= =lim,_,,-%= lim — =
x—+o00 X X x—+00 3X
. e* 1
= lim (—=——) =
x—+00 \3x2 3x2
=1 lim e lim 1 _
- 3 x—+o00x2 X+ 3x2 -
1

=§X(+oo)—0=

=+w gR

Conclui-se, assim, que o grafico de f ndo admite assintotas n&o verticais.

Opcao (C)
Em 0, +oo[, h(x) = f(x) x 3x — x2. Logo, h(x) = % X 3x —x? =e*—1—x2.

Assim, em |0, +o[, h'(x) =e*—-2x e h''(x)=e*—2.

hMx)=0ee*-2=0e*=2ox=1In(2)

x 0 In(2) +0o0

Sinal de h"’ n.d. - 0 +

Variagdo de A’ n.d. \ min. /

Seja r a reta tangente ao grafico da fungéo h que tem declive minimo.

Tem-se que h'(In(2)) = e™®@ — 21n(2) = 2 — In(4) é o declive da reta r.
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7.

9.

y

Seja g a fungéo, de dominio ]—m, nt[, definida por g(x) = 2cosx + cos?x + 5x.Tem-se que:
g'(x) = —2senx — 2cosx senx + 5 = —2senx — sen(2x) + 5
g (x) = —2cosx — 2cos(2x)
g"(x) =0 & —2cosx — 2cos(2x) = 0 & —cosx = cos(2x)
& cos(m + x) = cos(2x)

on+x=2x+2kn V nm4+x=-2x+2kn,k€EZ

©x =1+ 2kn Vx=—g+2kTﬂ,k€Z
Como x € |—m, 7|, x:—g \% ng
x —Tt _ n T
3 3
Sinal de g" n.d. + 0 - 0 + n.d
Sentido das concavidades do n.d. U P.l. n P.l. U n.d.
grafico de g

O gréfico de g tem a concavidade voltada para cima em ]—n,—g] e em En[ e a concavidade

voltada para baixo em |—Z,Z|; tem dois pontos de inflexdo de abcissas x = —~e x = =
3°3 3 3

. f'(0) =0, pois, em x = 0, a fungéo f é diferenciavel e apresenta um maximo.

Assim, g(0) x f'(0) = 0, pelo que a afirmagéo (1) é falsa.

x+1 _ +oo

lim, 4o g(x) =limxa+w%—T= +00,logo o grafico da fungdo g ndo admite uma assintota
horizontal quando x — 4+ e a afirmacgéo (ll) é falsa.
lim,,_, g(x) = limxﬁ_w%zg—f = —oo, logo o grafico da funcdo g ndo admite uma assintota

horizontal quando x — — e a afirmacéo (lll) é falsa.
A fungéo f é continua em R e néo tem zeros, logo a fungéo g é continua em R, por se tratar do
quociente entre duas fungdes continuas em R, cujo denominador ndo se anula. Assim, o grafico da

fungédo g ndo admite assintotas verticais e a afirmacao (IV) é a afirmagao verdadeira.

Opgao (D)

Sendo h um oscilador harmonico, h(t) é da forma h(t) = Acos(wm + ).

Por observagao da representacgéo grafica, A = 4, pois 0 maximo €4 e o minimoé —4eT = 2.
ComoT = %ﬂ vem que 2 = %T & o = 1. Assim, h(t) = 4cos(mit + @), 0 que exclui as opgdes (A) e (C).

1 . ~ . ~ 1 1
Como h (E) = 4, exclui-se a opgao (B), pois, nesta opgao, h (5) = 4cos (11 X -+ g) = 4cosmt = —4.

Na opgéo (D), h (%) = 4cos (1'[ X % + 37“) = 4cos(2m) = 4.
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