Teste de Matematica A

2017 /2018
Teste N.2 5
Matematica A
Duracao do Teste (Caderno 1+ Caderno 2): 90 minutos
12.2 Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.2: Turma:

Este teste € constituido por dois cadernos:

e (Caderno 1 —com recurso a calculadora;

e (Caderno 2 — sem recurso a calculadora.
Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta indelével, azul ou preta.
Nao é permitido o uso de corretor. Em caso de engano, deve riscar de forma inequivoca
aquilo que pretende que nao seja classificado.
Escreva de forma legivel a numeracao dos itens, bem como as respetivas respostas. As
respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas séo classificadas com
zero pontos.
Para cada item, apresente apenas uma resposta. Se escrever mais do que uma resposta a
um mesmo item, apenas é classificada a resposta apresentada em primeiro lugar.
O teste inclui um formulario.

As cotagOes encontram-se no final do enunciado da prova.

Para responder aos itens de escolha multipla, ndo apresente calculos nem justificacées e

escreva, na folha de respostas:

e 0 numero do item;

e aletra que identifica a Unica opgao escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e

todas as justificacdes necessarias.

Quando, para um resultado, nao é pedida a aproximagao, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Comprimento de um arco de circunferéncia

ar (o —amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)

Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um setor circular:

2
ar . . A .
- (a — amplitude, em radianos, do 4ngulo ao centro; r — raio)

Area lateral de um cone: nr g (r — raio da base;
g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4 wr? (r — raio)

A= 1 z
Volume de uma piramide: 5 X Areadabase X Altura
Volume de um cone: % x Area da base x Altura

4 .
Volume de uma esfera: ; © r3(r — raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,,)

Uuqt+un

Progressao aritmética: Xn

n

~ ya e 1—
Progressao geométrica: u, x 1_2

Trigonometria
sen(a + b) = sena cosb +senb cosa

cos(a+ b) = cosa cosh —sena senb

senA senB sen(C

a b c

a?=b?>+c>—2bccosA

Complexos

(p cis ®)™ = p™ cis (n6) ou (reie)n =7 ein®

(8 an)

“pcis@ = 7{/Ecis (e++k") ou Vre® = We‘(#T
(k € {0,...,n—1}en€N)

AA
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Probabilidades
M = p1X1+. . +pnxn

6 = POy — W2+ (xn — P2

Se X é N(y, 0), entao:
Plu—o<X<upu+o) = 06827
P(u—20< X < pu+20) = 0,9545
P(u—30< X <pu+30) = 09973

Regras de derivacao
w+v) =u+7v

w.v) =v.v+uv

(u)’ u.v—uv
v V2

W' = n.u"Lu'(n € R)
(senu)' = u'.cosu
(cosu)' = —u'.senu

!
tgu) = ——
(tgw) cos?u

e =u'.et

(") = u'.a*.lna (a € R* \ {1})

u
(Inu) = —
u

u!

(logau)' = (a€ RT\{1})

u.lna

Limites notaveis
. 1\"* _
lim (1+Z) =emeN)

. senx
lim =1

x>0 X

. oe*—1
lim
x-0 X

=1

. Inx
lim —=o0
xX—->+0 X

X

lim —p=+00(p € R)

Xx—+0 X
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CADERNO 1: 45 MINUTOS
E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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1. Considere a linha do tridngulo de Pascal cujo segundo elemento é 2018. Escolhendo, ao

acaso, dois elementos dessa linha, qual é a probabilidade do seu produto ser inferior a
10 0007
(A)

2 5 6 12
2037171 ( ) 2037171 ( ) 2035153 (D) 2035153

. Sejam E um conjunto finito, ndo vazio, P uma probabilidade no conjunto P(E) e A e B dois

acontecimentos possiveis em E. Sabe-se que:

e A e B sao equiprovaveis;

* P(A|B) =P(4);

e P(AUB) =0,84.

Qual é o valor P(An B )?

(A) 0,24 (B) 0,36 (C) 0,6 (D) 0,64

. O nivel N, em decimetros, de agua no depdsito do sistema de arrefecimento de uma maquina

€ dado, em funcgao do tempo t, em horas, por:

N(t) = tcos(%t+§) —%sen(:—zt+§) + 10, t € [0,24]

(o argumento da fungdo seno e o argumento da fungdo cosseno estdo expressos em
radianos.)

3.1. Sejam M e m, respetivamente, o maximo e o minimo absolutos da fungdo N no intervalo
[0,24]. A amplitude A do nivel de agua no depdsito, neste intervalo, € dada por A = M — m.
Determine o valor de 4, recorrendo a métodos analiticos e utilizando a calculadora apenas

para efetuar eventuais calculos numéricos. Apresente o resultado em decimetros.

3.2. Determine a taxa média de variacao da funcédo N no intervalo [3,6]. Apresente o resultado

arredondado as décimas. Interprete o resultado no contexto da situagéo descrita.

3.3. Em [0,24], o conjunto-solugédo da inequagao N(t) > 20 € um intervalo da forma ]a, b|[.
Determine o valor de b —a, arredondado as centésimas, recorrendo a calculadora
grafica, e interprete o resultado obtido no contexto da situa¢do descrita.

Na sua resposta:

— reproduza o grafico da fungédo N visualizado na calculadora;

— apresente o valor de a e o valor de b arredondados as milésimas;
— apresente o valor de b — a arredondado as centésimas;

— interprete o valor obtido no contexto da situagao descrita.
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4. A Alice depositou as suas poupangas num banco com um plano de juros compostos com
capitalizagbes semestrais. Qual é a taxa de juro anual minima para que o capital ao fim de
dez anos seja o dobro do capital inicial?

(A) 3,53%
(B) 7,05%
(C) 7,18%
(D) 14,35%

FIM DO CADERNO 1

COTACOES (Caderno 1)

Item

Cotacao (em pontos)
1. 2. 3.1. | 3.2. | 3.3. 4,
8 8 20 20 20 8 84
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CADERNO 2: 45 MINUTOS
NAO E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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5. Uma caixa contém n cartées indistinguiveis ao tato, numerados de 1 a n (sendo npar e
superior a 8). Retira-se, ao acaso, um cartdo da caixa.
Sejam A e B os acontecimentos:
A:”0 numero do cartdo retirado é impar.”
B:”0 numero do cartdo retirado é maior do que 8.”
Escreva o significado de P(B|A)no contexto da situagdo descrita e determine uma
expressao, em fungéo de n, que dé esta probabilidade.
Apresente a expresséo na forma de uma fragéao.

6. Sejam f e g duas fungdes reais de varidvel real de dominio R*.
Sabe-se que a reta de equagdo y = 2x + 1 € assintota obliqua ao gréafico de f e que g €
definida por g(x) = e* + In(x) + sen(x).

fx)—g(x) 2

X

(A) 0 (B) 2 (C) +e0 (D) —c0

Qual é o valor de lim,,_,; o

7. Seja f a funcao, de dominio R, definida por f(x) = e* + 6 e ™* — 5.

Determine analiticamente os valores de x para os quais a func¢éo f € positiva.

8. Seja a um nlimero real superior a 1. A expresséo (In(a®) + In(a*) +In(a®)) x (In36)~! é igual a:

(A) 6log,(a) (B) —6log, () (C) 61n (g) (D) —24In(6a)

9. Seja g a funcéo, de dominio R, definida por:
1-— ex+1

_— se x<-—1
x2—1

g(x) =
x+In(1+x?) se x>-1
9.1. Estude em |-, —1[ a funcdo g quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico.
9.2. Estude em |—1,+o0[ a fungdo g quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e
guanto a existéncia de pontos de inflexao.
Na sua resposta, apresente:
— 0o(s) intervalo(s) em que o grafico de g tem a concavidade voltada para baixo;
— o(s) intervalo(s) em que o grafico de g tem a concavidade voltada para cima;

—a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de inflexdo do gréfico de g.
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10. Seja f:R — R uma fungéo continua e bijetiva tal que, para um certo nimero a € R*, se
tem:
¢ (a,—a) pertence ao grafico de f;
o (a,f(a)) pertence ao grafico de f~! (f ! representa a fungéo inversa de f).

Mostre que a fungao f tem um Unico zero em |f(a), al.

FIM DO CADERNO 2

COTACOES (Caderno 2)

Item

Cotacao (em pontos)
5. 6. 7. 8. 9.1. 9.2. 10.
20 8 20 8 20 20 20 116

A
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TESTE N.2 5 — Proposta de resolucao

Caderno 1

1.

Opcao (B)

A linha do triangulo de Pascal cujo segundo elemento é 2018 é a linha cujos elementos sdo da

forma 2°*8C, ,comk € Z e 0 < k < 2018. Esta linha tem 2019 elementos.

Escolhendo, ao acaso, dois elementos dessa linha, o nimero de casos possiveis é 2°%°¢, .

Para que o produto dos dois elementos escolhidos seja inferior a 10 000, tem-se apenas 5

casos:

e 0 caso em que sao escolhidos o primeiro e o ultimo elementos da linha (ambos “17):
1x1=1<10000;

e 0s 4 casos em que € escolhido o primeiro elemento ou o ultimo (0 “1”) e o segundo elemento

ou o pendltimo (0 “2018”): 1 x 2018 = 2018 < 10 000.

O produto entre quaisquer dois outros elementos serd sempre superior a 10 000, ja que se

observa que o terceiro elemento da linha em causa é ?°*8¢c, = 2035 153.

O valor da probabilidade pedida é, entao, > - A
P P 2019¢, 2037171

2. Opcao (A)

y

P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB)
Como P(AU B) = 0,84 e A e B sao equiprovaveis, tem-se que:

0,84 = P(A) + P(A) — P(ANB)

Como P(4|B) = P(A), vem que P;‘zgf) = P(A) e, assim, P(A N B) = P(4) x P(B).

Como 4 e B sao equiprovaveis, P(A N B) = P(A) x P(A).

Logo:

0,84 = P(A) + P(A) — P(4) X P(4) & (P(A))* — 2P(A) + 0,84 = 0
o P(4) = 24+./(-2)%2-4x1%0,84

2x1

o PA) =14 v P(A) =06

Como P(A) < 1, tem-se que P(A) = 0,6.

Assim:

P(AnB)=P(A)—P(ANB) =
=0,6—0,6x0,6 (pois P(A N B) = P(A) x P(4))
=0,2
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3.1.

3.2.

"(f) = Teamy_m Teamy_rz2ym (1 E)_
N(t)—cos(12t+2) 12><tsen(12t+2) —Xcos(St+o)=

TT TC TC s s TC TC
= cos(ﬁt+§)—ﬁt sen(ﬁt+z) —cos(5t+5) =

s TC TC
= _Et sen(ﬁt+5)

N'(®) =0

—Etsen(ﬁt+§)— @—Et— \% sen(ﬁt+z)—
©t=0 V —t+-=kmkeZ
12 2

et=0 vV t=—§x£+knx£,kez

T e

©t=0 VvV t=—-6+12k,k€Z

Em[0,24]:t=0, t=6 e t =18

X 0 6 18 24
Sinal de N’ 0 - 0 + 0 - -
Variacdao | Max. min. Max. min.
deN | N(0) N N(6) e N(18) N N(24)

Calculos auxiliares

, T T T T \/i
N (3):—Zsen(z+§)=—z><7<0

N'(12) =—nsen(n+g) =n>0

T
N'(24) = —2m sen (21‘[ + E) =-2nt<0

12 T 12
N(0) = ——sen(5) +10 = - =+ 10 ~ 6,1803
T 2 T
N(6) = 6cos(m) — %sen(ﬂ) +10 = 4 > minimo absoluto, pois 4 <—1?2 +10.

N(18) = 18cos(2m) — %sen(Zn) + 10 = 28 - maximo absoluto, pois 28 >—% + 10.
N(24) = 24 (“) 12 (“) +10 = -2 410 ~ 6,1803

= 24cos > - sen > = ~ 6,
Logo, A =28 —4 =24dm

A taxa média de variagao da fungédo N no intervalo [3, 6] € dada por:

12 3my 12 3m
N(6) — N(3) _ 6 cos(m) — ?sen(n) + 10— (3cos (T) — -y sen (T) + 10) _
6—3 3
B —6+10+¥+%x§— 10
= S =
=2+ 24220 04
2 T
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Entre as 3 e as 6 horas, o nivel N, de agua no depésito do sistema de arrefecimento

diminuiu, em média, 0,4 dm por hora, aproximadamente.

3.3.
y1=N()
yz = 20

I,(a,20) e I,(b,20)
a =~ 13,903 b =~ 21,513
b—a=21513-13,903 = 7,61

O nivel N de &gua no depdsito do sistema de arrefecimento da maquina é superior a 20 dm

durante 7,61 horas, aproximadamente.

4. Opcao (B)

r
1+-—>0
200
20

ro\2X10 . B r 2
CO(”_mOXz) _ZCO@(Hﬁ) =2 8 1+-=7272

ro_ 2075
er=(Y2-1)x200
o r=7,05

Caderno 2
5. P(B|A) significa a probabilidade de o nimero do cartdo retirado ser maior do que 8, sabendo que

0 numero do cartao retirado é par.

Ora, admitindo que o niumero do cartao retirado é par, existem g casos possiveis, pois n é par.
Destes, apenas g — 4 sdo superiores a 8 (pois retiramos os cartdes numerados com 0s numeros
2,4,6¢€8).

Assim, % = "T_B é a probabilidade pedida.

6. Opcéo (D)
lim (f200) = jipy [0y Srinvisent
X—+00 X x—-+00 X x—+00 x

. x . e* . Inx . senx
= lim [ _ lim — 4+ lim —= + lim =
x—-+00 X x—+o00 X xX—+o0o X x—>+00 X
SN—— S———
limite notavel limite notavel

=2—((+®)+0+0) = —o

' A Teste N.2 5 de Matematica A_12.2 Ano Expoente’® | Daniela Raposo e Luzia Gomes



7.

8.

y

Observe-se que:

o liI_El % = 2, pois a reta de equagado y = 2x + 1 é assintota obliqua ao gréfico de f e o seu
X—>+ 00
declive é 2;

e lim =¥ =, pois —1 <senx < 1,Vx e Re lim 1- 0, logo lim (senx Xl) =0.
xXx—>+oo X X—>+00 X X—+ 00 X

Pretende-se determinar os valores de x para os quais f(x) > 0:

Calculos auxiliares
Sejay =e*:

e"+6e"‘—5>0(:>ex+e%—5>0

& (e¥)?+6—-5e*>0 v
Y+ 6—5y =0 ey = THICH06

Se¥*<2 v e*>3 se1 O s
(=1 y=— \Y y = T
©x<In2 v x>In3 ey=3 Vv y=
C.S.=]—0,In2[ U ]In3, +oo| + +
2 3
A funcéo f é positiva em |—oo,In2[ e em ]In3, +oo. *
Assim:
y2—-5y+6>0
eoy<2Vvy>3
Opcao (A)
3 4 5 _1 _ In(a®xa*xa®) _In(a'?) _
(In(a®) + In(a*) +1In(a>)) X (In36)™" = ey = =
__ 12In(a) _
T 2In(6)
_ ,In(a) _
~ TlIn(e)
= 6logg(a)
9.1.

e Assintotas verticais
Como g é continua em |—oo,—1[, por, neste intervalo, se tratar do quociente de duas

funcbes continuas, apenas a reta de equacdo x = —1 é candidata a assintota vertical ao

grafico de g:
_ px+1 ex+1 -1 1

lim = lim ————=—-lim ———x lim =
x_)_l_g(x) x>-1" x2 —1 x--1" x+1 x--1"x —1

. e¥tl1 1
Considerando a - _xl_llr}— PTEIRES (_ 5) -
mudanca de variavel oV_1 1
y=x+1: = —lim == x(-3) =
x->—-1"=2y-0" y-0m Y

A
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Como o valor obtido € um numero real, conclui-se que a reta de equagdo x = —1 nao é

assintota vertical ao gréfico de g.

Assintota horizontal

] ] 1-— ex+1
xl_l)I;ﬂwg(x) - xl_l)I;ﬂw x2 -1

=
=0
A reta de equacao y = 0 € assintota horizontal ao grafico de g quando x — —oo.

9.2. Em]—1,+o[: g(x) = x + In(1 + x?)

y

g =1+ ()

1+x2
2x
=1+ 1+x2
_ xZ+2x+1
T X241
"( )—(x2+2x+1)’x(x2+1)—(x2+2x+1)><(x2+1)'_
g (x)= Gzt 12 =

_ @x+2)(x?+1)—(x%+2x+1)2x
B (x2+1)2 -
_2x3+42x+42x242-2x3—4x%-2x
B (x2+1)2

_ —2x%42
T (x2+1)2

g'x)=0-2x2+2=0 A (x?2+1)?=#0

condi¢do universal em R

oxi=1
x=1 VvV x=-1
N—————
¢]—1,+00[
ox=1
X -1 1 +o0 m -
Sinal de g"” + 0 - —1/ \1 X
Sentido das - Ty =242
concavidades U P.l. N
do gréficode g

O gréfico de g tem a concavidade voltada para cima em ]—1,1[ e tem a concavidade voltada

para baixo em |1, +oo[; admite um ponto de inflexao de abcissa 1.
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10. f é continua em [f(a), a].
f(f(a)) = a, pois se (a, f(a)) pertence ao grafico de f~1, entdo (f(a),a) pertence ao grafico
de f.
fla) =—a
Como a € R*, entdo f(a) < 0 < f(f(a)).
Logo, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-se que 3c € |f(a),al: f(c) = 0, isto &, f tem
pelo menos um zero em |f(a), a[.
Como f é bijetiva, entao € injetiva, logo, esta garantida a unicidade do zero de f.
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