Teste de Matematica A

2018 /2019
Teste N.°4
Matematica A
Duragao do Teste (Caderno 1+ Caderno 2): 90 minutos
12.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.°: Turma:

Este teste € constituido por dois cadernos:

e (Caderno 1 — com recurso a calculadora;

e Caderno 2 — sem recurso a calculadora.
Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta indelével, azul ou preta.
Nao é permitido o uso de corretor. Em caso de engano, deve riscar de forma inequivoca
aquilo que pretende que nao seja classificado.
Escreva de forma legivel a numeragdo dos itens, bem como as respetivas respostas. As
respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas sdo classificadas com
zero pontos.
Para cada item, apresente apenas uma resposta. Se escrever mais do que uma resposta a
um mesmo item, apenas é classificada a resposta apresentada em primeiro lugar.
O teste inclui um formulario.

As cotagdes encontram-se no final do enunciado da prova.

Para responder aos itens de escolha multipla, ndo apresente calculos nem justificagdes e

escreva, na folha de respostas:

e O numero do item;

e aletra que identifica a Unica opg¢ao escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e

todas as justificacbes necessarias.

Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacgao, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria
Comprimento de um arco de circunferéncia

ar (o —amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)

Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um setor circular:

2
ar . . A .
- (a — amplitude, em radianos, do 4ngulo ao centro; r — raio)

Area lateral de um cone: 1 g (r — raio da base;
g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4 wr? (r — raio)

Volume de uma piramide: § x Area da base x Altura
1 s
Volume de um cone: S X Area da base X Altura

4 .
Volume de uma esfera: ;T r3(r — raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,)

Uuqptun

Progressao aritmética: — o Xn

n

~ PP 1-r
Progressdo geométrica: u; X —

Trigonometria
sen(a + b) =sena cosb +senb cosa

cos(a + b) = cosa cosb —sena senb

senA senB senC

a b ¢

a?=b?>+c>—2bccosA

Complexos

(p cis 8)™ = p™ cis (n®) ou (reie)n =N ein®
0 2km

Npcis 6 ="fpcis (BHM) ou Vre® = Wei(n+T)

n

(k € {0,..,n—1}en€eN)
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Probabilidades
‘u. = p1x1+. . +pnxn

0= \/P1(x1 - |J-)2+---+pn(xn - |~1)2

Se X é N(u, 0), entdo:
Plu—o<X<p+o)=06827
P(u—20 <X <p+20) = 09545
P(n—30< X <p+30) = 09973

Regras de derivagao
w+v) =u+ v

(w.v) =v.v+urv

uy'  u.v—uv

() =~

W) = n.u"u'(n € R)
(senu)' = u'.cosu
(cosu)' = —u'.senu

!

tgu) =
(tgu) cos?u

(e = u'.e*
(@) = u'.a*.lna (a € R* \ {1})

!

u
(Inu) = —
u

(logau)' = (a€ R\ {1})

u.lna

Limites notaveis

lim (1 +%)n=e (neN)

. sen x
lim =1
x-0 X

lim
x-0 X

. Inx
lim —=0
X-+00 X

X

. e
lim — =+ (p € R)

x—+00 xP
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CADERNO 1: 45 MINUTOS
E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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1. Uma empresa téxtil vende os seus produtos para os Estados Unidos da América e para o Japao,

entre outros paises.

11.

1.2,

Relativamente a essa empresa, sabe-se que:

e 0 numero de vendas para os Estados Unidos da América é o dobro do numero de vendas
para o Japao;

e 0 numero de vendas para, pelo menos, um dos dois paises € o triplo do numero de
vendas feitas para os dois paises em simultaneo.

Escolhe-se, ao acaso, um produto dessa empresa.

Determine a probabilidade de esse produto ser vendido para o Japao, sabendo que é

vendido para os Estados Unidos da América.

Apresente o resultado na forma de fracao irredutivel.

O diretor comercial da empresa escolheu trés conjuntos de atoalhados de cores distintas,
quatro robes distintos e cinco toalhas de praia com padrdes diferentes para dispor, lado a
lado, na estante da sala de reunides.

De quantas maneiras se podem dispor os doze produtos, de modo que os do mesmo tipo
figuem juntos?

(A) 17 280

(B) 51840

(C) 103 680

(D) 479 001 600

2. Seja f a fungao, de dominio [—, 1], definida por:

f(x) = —x? + 2sen x + sen’x

Estude a fungdo f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de

pontos de inflexao.

Na sua resposta, apresente:

e 0(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo;

e O

(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem a concavidade voltada para cima;

e as abcissas do(s) ponto(s) de inflexdo do gréfico de f.

y
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3. Um ponto P desloca-se numa reta numérica de tal forma que a respetiva abcissa, como fungao
de t, é dada pela expressao:
f(t) = V2cos(nt) + V2sen(t)
A variavel t designa o tempo, medido em segundos, que decorre desde o instante em que foi
iniciada a contagem do tempo (t € R{).

Resolva a alinea 3.1. recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

3.1. Prove que se trata de um oscilador harmonico.
Indique a amplitude, o periodo, a frequéncia do movimento, bem como o respetivo angulo de

fase.

3.2. Sejam A e B dois pontos do grafico de f, de abcissas a e b, respetivamente, tais que:
acod
e b=2+a
Sejam C e D os pontos de intersecdo do grafico de f com a reta de equagao y = —%
pertencentes ao intervalo ]0%[ sendo C o ponto de menor abcissa.
Determine o(s) valor(es) da(s) abcissa(s) do ponto A, para a qual a area do quadrilatero
[CABD] é igual a 4.
Na sua resposta, deve:
e equacionar o problema;
e reproduzir o grafico da fungdo ou os graficos das fungdes que tiver necessidade de
visualizar na calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial,
e indicar o valor das abcissas dos pontos C e D com arredondamento as centésimas;

¢ indicar o(s) valor(es) da(s) abcissa(s) do ponto A com arredondamento as centésimas.

4. A Joana aderiu a um plano de poupanga com uma taxa de juro semestral de 0,5% em regime de
juro composto.
Para tal, efetuou, em janeiro de 2019, um depdsito de 5000 €.
Sabendo que este plano de poupanga termina em janeiro de 2029, qual é o capital acumulado
ao fim deste periodo de tempo?
(A) 5025,06
(B) 5050,24
(C) 5255,70
(D) 5524,48
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5. Seja f a fungéo, de dominio R*, definida por:
X
f(x) =1In (F)

. ~ ’ . n+2\3"
Considere a sucessao de numeros reais (u,) tal que u, = (E) :

Qual é o valor de lim  f(u,)?
(A) -1

(B) 0

(€)1

(D) e

FIM DO CADERNO 1

COTAGOES (Caderno 1)

Item

Cotacao (em pontos)
1.1 1.2 2. 31 3.2 4. 5.
16 8 20 16 20 8 8 96
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CADERNO 2: 45 MINUTOS
NAO E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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6. Seja f uma fungao real de dominio [—1,1]. Sabe-se que f é continua.
Qual das afirmacgdes seguintes é necessariamente verdadeira?
(A) A funcéo f é diferenciavel.
(B) A funcéo f tem pelo menos um zero.
(C) A funcéo f é injetiva.

(D) A funcéo f tem maximo e minimo absolutos.

7. Seja f uma funcdo continua, de dominio R. Sabe-se que f é uma fungdo par e que, para um
certo numero real positivo a, se tem f(a) # f(0).

Mostre que a equagéo f(x) = f(x — a) é possivel no intervalo ]0, al.

8. Para cada real k, considere a fungéo f, de dominio R, definida por:

Tia
W—kz se x<0
flx) = —4 se x=0
\/—f se x>0

X

8.1. Determine os valores reais de k de modo que lim,, _, o- f(x) < f(0) .

8.2. Considere k = 2.
Estude o grafico da fungdo f quanto a existéncia de assintotas horizontais, e, caso existam,

escreva as suas equagoes.

8.3. Recorrendo a definicdo de derivada de uma fungdo num ponto, determine o valor da

derivada da fungéo f no ponto de abcissa 1.

9. Considere a funcéo f, definida em [—gg] por f(x) = 1+ cos x.
Considere as seguintes proposi¢cdes p € g:
p: “f pode ser definida por f(x) = (sen x + cosx)? + cos x.”
q: “O contradominio da funcéo f é [% 1+ \/;]
Em relagio ao valor l6gico das proposi¢cdes, podemos concluir que:
(A) sao ambas verdadeiras.
(B) sao ambas falsas.
(C) apenas p é verdadeira.

(D) apenas q é verdadeira.
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10. Considere uma fungéo f, de dominio R.
Sabe-se que:
o lim,,_(f(x)—3x+1) = 0;
e f éuma fungao par;

llm f(X+h)—f(X)
h-0 h

o existe e é positivo, para qualquer numero real positivo x.

Considere as afirmacdes seguintes:

() O grafico da funcdo f admite uma assintota horizontal quando x — +oo.

() A reta de equacéo (x,y) = (1,2) + k(1,—3), k € R pode ser uma reta tangente ao grafico de
f no ponto de abcissa 1.

() Existe ¢ € 12,3[ tal que f'(c¢) = f(3) — f(2).

Elabore uma composi¢cdo, na qual indique, justificando, se cada uma das afirmacdes é

verdadeira ou falsa.

FIM DO CADERNO 2

COTAGOES (Caderno 2)

Item

Cotacao (em pontos)
6. 7. 8.1 8.2 8.3 9. 10.
8 20 18 16 18 8 16 104
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TESTE N.° 4 — Proposta de resolugao

Caderno 1

1.
1.1. Consideremos os seguintes acontecimentos:
A: “O produto ser vendido para os Estados Unidos da América.”
B: “O produto ser vendido para o Japao.”
Sabemos que:
e P(A) =2P(B)
e P(AUB) =3P(ANB)

Assim:

P(A) + P(B) — P(ANB) = 3P(ANB) & P(4) + %P(A) = 4P(A N B)
© >P(4) = 4P(AN B)
& P(ANB) = SP(A)

Logo:

3
_P(BnA) gPMA) 3
PEIN == =) ~ 8
1.2. Opgao (C)

3! é o numero de maneiras distintas de permutar os trés conjuntos de atoalhados de cores

diferentes entre si; 4! € o nUmero de maneiras distintas de permutar os quatro robes distintos
entre si; 5! € o nUmero de maneiras distintas de permutar as cinco toalhas de praia distintas
entre si e 3! € o numero de maneiras distintas de escolher as posi¢coes dos trés tipos de
produtos (atoalhados, robes e toalhas de praia).

Assim, o valor pedido é igual a 3! x 4! x 5! x 3! = 103 680.

2. f(x) = —x* + 2sen x + sen’x Dy = [-m, ]
f'(x) = —2x + 2cos x + 2senxcosx = —2x + 2cos x + sen(2x) D¢, = [-m, ]
f"'(x) = -2 —2sen x + 2cos(2x) Dy, = [-m, 7]
ffx)=0
2 cos(2x) — 2senx — 2 = 0 & 2(cos?x — sen’x) — 2senx —2 =0
& 2(1—2sen’x) —2senx—2 =10
& 2 —4sen’x —2senx—2 =0

< —2senx(2senx+1) =0
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1
& —2senx=0 V senx= -3

Sx=kn VvV x:—g+2k1t Y x=7?"+2k1t,keZ

Em[-mn]:x = —T,x = —%“,x = —g,x =0ex=T1
x -7 _5m W 0 m
6 6
—2senx + + + + + 0 - 0
2senx + 1 + + 0 - 0 + + + +
Sinal de f"’ 0 + — 0 + - 0
Sentido das f(—m) U P.l N P.l U P.l. N f(m
concavidades
do grafico de f

Calculos auxiliares

2sen(—m)+1=0+4+1=1 (>0)
ZSen(—E)+1=—2+1=—1 (< 0)
2

2sen(m)+1=0+1=1 (> 0)

O gréfico de f tem a concavidade voltada para cima em [—n,—‘%"] e em [—E,O] e tem a

51 s

concavidade voltada para baixo em [—?,— g] e em [0, m]; o grafico de f tem trés pontos de

. . . 5
inflexdo de abcissas —?“ — g eo.

31.f(t) =2 <\/7§ cos(mt) + gsen(nt)> =2 (cos G) cos(mt) + sen G) sen(ﬂt)) =

Como 2 >0, >0 e T e [0,2m[, f(t) = 2 cos (nt+%“) é um oscilador harménico de

4

. , 2 N .1 ~ 7
amplitude 2, periodo = = 2, frequéncia e &ngulo de fase .
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3.2,

C@—Q ¢~ 1,02

AN

° \/ \/ t
3 c D

AB +CD 2+ (1,48 — 1,02) 7m\ 3
Afcapp] = 2 X h = 5 X (2 cos (nt + T) + E) =

—zix(Zcos(nt+%ﬂ)+1,5)=

= 1,23 x (2 cos (m + %“) + 1,5)

Pretendemos determinar a € ] [tal que 1,23 X (2 cos (na + ) +1 5) =

Utilizando as capacidades graficas da calculadora:

4

71
A, A ¥ y1—123><(2cos<11a+ 4>+15)

?\l, v, =4
- a, ~ 0,09

Al(all 4)
Ay(a,,4) a, =041

v

Assim, o ponto A pode ter abcissa igual a 0,09 ou 0,41.

4. Opgao (D)

5000 (1 + %)mo = 5000 (1 + 1%)20 ~ 5524,48

5. Op¢ao (C)

2 1 2
limu,, = lim (::2)371 = lim <:g> — lim (1+ [lm (1+2 ) ] (6’2) — p6-9 — o3
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Caderno 2
6. Opc¢ao (D)

f é continua em [—1,1], logo, pelo teorema de Weierstrass, a fungdo f tem maximo e minimo
absolutos.

De seguida, apresentamos contraexemplos para justificar que as outras opgdes

nao sao
verdadeiras.

f é continua em [—1, 1]. Porém, f nao é diferenciavel em x = 0.
f

f € continua em [—1, 1]. Porém, f nao tem zeros..

f é continua em [—1,1]. Porém, f n&o € injetiva.

7. Seja g a fungdo de dominio R definida por g(x) = f(x) — f(x — a).

1) g é continua por se tratar da diferenca de duas fungdes continuas (a fungdo f e a composta da
fungdo f com uma fungéo polinomial). Em particular, g é continua em [0, a].

2) g(0) = f(0) = f(=a) = f(0) - f(a)
g(a) = f(a) = f(0) = —g(0)
Como f(a) # f(0), entédo, g(0) e g(a) tem sinais contrarios, donde se conclui que zero é um
valor intermédio entre estas imagens.

Pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos que:

dc €]0,a[:g(c) =0
isto é:
dc€]0,al:f(c)—f(c—a)=0s3ce]0,al:f(c) =f(c—a)

Logo, a equagéo f(x) = f(x — a) é possivel no intervalo 0, a[.

Voo
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8.1.
o lim, o f(x) = lim,_,- <M - k2> = lim, o (Z — §?) =
2x 2x
= limyo- (2 x 2 — k%) =
= —21im,_o- <0490 _ 2 =
= —2limgy, - Sez(;x) — k%=
limite notavel
=-2x1-k%*=
= -2 —k?
e f(0)=-4
lim, - f(X)<f(0O)©-2-k?’<-4©2-k?’<0 VRN .
TN A
C.S. = |-, —V2[ U |V2,+oo| y=2-k
8.2. k=2
@— 4 se x<0
f(x) = —4 se x=0
x—\/f se x>0

®e X > —C0

2x Calculo auxiliar
. T 1 . . E i — .
= xgrpw [cos (E + 4x) X ;] - x1_1>r_noo4 = | (1) lim [cos (2 + 4x) X Zx] 0, pois
=0—-4= —1Sc05(£+4x)£1,Vx€]R§e
(o) 2
(€h) 1
lim —=0.
= —4 x——00 2X

A reta de equacao y = —4 ¢ assintota horizontal ao grafico de f quando x — —oo.
e X > 400

. L ox . X N
lim,_ o f(x) = xl_lglooﬁ =lim,_ e v lim,_, 40 vl 0

A reta de equacgdo y = 0 é assintota horizontal ao grafico de f quando x — +co.
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Vx
' e fO-F@) oy ozt Vx—x?
83.f'(1) = }}E} — = Lliq_xﬂ = L]LI} o

= lim— % _
T xo1x(x-D)(x+x2)
e (=1 (—x3-x2-x) -1 0 0 1
_}}I}} x2(x-1)(Vx+x2) 1 1 -1 -1

Calculo auxiliar

ol © ©
1l
Py

= |jm ZX o _ 3 -1 -1 -1 0
T xs1x2(Wa+x?) T 2 ‘

9. Opgao (B)
(sen x + cosx)? + cosx = sen? x + 2senxcosx + cos? x + cosx =

= 1 + 2senxcosx + cosx

Por exemplo, se x = g, entio:

E)ZJ,V_? Vi_ o 2
2
Porém,f(g)=1+cos(g) =1+g¢2+§.

1+25en(%)cos(%)+cos(g) =1+2><(

Logo, a proposigao p é falsa. y

O contradominio da restricao da funcéo cosseno ao intervalo [— gg]

é E 1], logo o contradominio da fungao f é E +1,1+ 1] = EZ] >

Logo, a proposigao q é falsa. —%

10. Sabe-se que lim,_,_,(f(x) — (3x — 1)) = 0, logo a reta de equagao y = 3x — 1 € assintota obliqua
ao grafico de f quando x - —oo. Como f é par, entdo o grafico de f admite uma assintota obliqua
ao grafico de f quando x — 4. Logo, a grafico de f ndo pode admitir uma assintota horizontal

quando x — +oo. Portanto, a afirmacao (1) é falsa.

fx+h)—f(x)
h

Sabe-se também que Vx € RY, }lm% existe e é positivo, isto &, Vx € RY, f'(x) > 0. Assim,

o declive da reta tangente ao grafico de f em x = 1 é positivo, logo ndo pode ser igual a —3, pelo
que a reta de equacao (x,y) = (1,2) + k(1, —3),k € R nao pode ser tangente ao grafico de f em

x = 1. Portanto, a afirmacao (ll) é falsa.

Como Vx € Rt, f'(x) > 0, concluimos que:

e f é continua em R* e, em particular, f é continua em [2,3];

e f édiferenciavel em R* e, em particular, f é diferenciavel em ]2,3].
Logo, pelo teorema de Lagrange, concluimos que existe ¢ € ]2,3[ tal que f'(¢c) = % ou seja,
existe ¢ € 12,3[: f'(c) = f(3) — f(2). Portanto, a afirmacgao (Ill) é verdadeira.
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