Teste de Matemética A

2017 /2018

Teste N.°4

Matematica A

Duracéo do Teste (Caderno 1+ Caderno 2): 90 minutos

12.° Ano de Escolaridade

Nome do aluno: N.°:  Turma:

Este teste é constituido por dois cadernos:

e Caderno 1 — com recurso a calculadora;

e Caderno 2 — sem recurso a calculadora.
Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta indelével, azul ou preta.
N&o é permitido o uso de corretor. Em caso de engano, deve riscar de forma inequivoca
aquilo que pretende que nao seja classificado.
Escreva de forma legivel a numeracdo dos itens, bem como as respetivas respostas. As
respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas séo classificadas com
zero pontos.
Para cada item, apresente apenas uma resposta. Se escrever mais do que uma resposta a
um mesmo item, apenas é classificada a resposta apresentada em primeiro lugar.
O teste inclui um formulario.

As cotacdes encontram-se no final do enunciado da prova.

Para responder aos itens de escolha mudltipla, ndo apresente calculos nem

justificacOes e escreva, na folha de respostas:
e 0 numero do item;
e aletra que identifica a Unica opgao escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta, apresente todos os calculos que tiver de

efetuar e todas as justificacbes necessarias.
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Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacédo, apresente sempre o valor exato.

y

Formulario

Comprimento de um arco de circunferéncia

ar (o — amplitude, em radianos, do angulo ao centro; 7 — raio)

Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um setor circular:

2
ar . . o .
- (o — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro;r — raio)

Area lateral de um cone: Tr g (r — raio da base;
g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4 wr? (r — raio)

. 1

Volume de uma piramide: 3 X Area dabase x Altura
1 -,

Volume de um cone: 3 X Area da base x Altura

4 .
Volume de uma esfera: ; 1 r3(r — raio)

Progressdes

Soma dos 1 primeiros termos de uma progressao (u,)

Uy iy,

Progressao aritmética: ®

_pnt

~ Cas 1
Progresséo geomeétrica: uy X

Trigonometria
sen(a + b) =sena cosh +senh cosa

cos(a +b) = cosa cosb —sena senb

send senB sen(C

a b ¢

al=b%2+c?—2bccosd

Complexos

(pcis@)®=pcis(nB) ou (r em)n =" ginf

. . 1 n— B+2Lm ni——ng ni— f(—+£j
Vpcsd="/pcis —Jou Vre® ={relntal

(k € {0,...,.n—1}en€N)

A
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Probabilidades
H=pix+. . +paay,

0 =Py (ry — W2+ +p, Oy — )2

Se X é N(u, o), entdo:

P(n—c <X < p+0)~ 0,6827
P(n—20 <X < p+ 2a0) ~ 0,9545
P(u—3c< X < p+3c)~ 0,9973

Regras de derivacéo
(u+v)=u+ v

(wv)' = u'.v+ur'

(u)’ uv—uv
v/ w2
() = n.u™tu'(n € R)

(senu) = u'.cosu

(cosu) = —u'.senu

r

tou) =
(tgw) coslu

(eu)r — Hi.eu
(a¥)'= w'.a%lna(a€ R" Y\ {1})

r

u
(Inu) = "

,HF

(logau)' = (a€ R*\{1})

u.lna

Limites notaveis

lim (1 -I—%)ﬂ =e(nEM)

sen x

lim =1

a—=0 X
Coet—1
lim =1
=0 X

. Inx
lim —=0
x—+too
A

lim e—=+oo(pe R)

r=+omxP
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CADERNO 1: 45 MINUTOS

E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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4
1. Considere o desenvolvimento de (21‘ cos @ — — “) ,comaeRex=0.

X

O termo independente de x, neste desenvolvimento é, para qualquer a, igual a:
(A) —6 sen*(2a)

(B) 6 sen*(2a)

(C) sen*(a)

(D) —sen*(a)

2. Um saco contém 9 bolas, indistinguiveis ao tato, numeradas de 1 a 9. Retiraram-se, ao acaso,
sucessivamente e sem reposi¢ao, duas bolas do saco.
Considere os acontecimentos:
A: “o nimero da primeira bola retirada é impar.”

B: “0 nimero da segunda bola retirada é par.”

Determine o valor da probabilidade P(4|B).
Apresente o resultado na forma de fragéo irredutivel.

3. Na figura esta representada, num referencial o.n. Oxy, a circunferéncia de centro na origem e raio 2.
Sabe-se que: o4

e 0 ponto A esta no segundo quadrante e pertence a A B
circunferéncia;

e 0 ponto B pertence a circunferéncia e é tal que o segmento de

R4

reta [AB] é paralelo ao eixo Ox;

e 0 ponto € tem coordenadas (2,0);

e « é a amplitude, em radianos, do angulo €0A, com o € Eﬂ[

Qual das expressfes seguintes da a area do quadrilatero [0CBA], representado a sombreado,
em funcéo de a?
(A) 2sen a — 2sen (2a)

sen a—sen (Za)

(B) ===
(C) 2sen a + 2sen (2a)

sen a+sen (2a)

(D) ===
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4. Uma esfera encontra-se em movimento oscilatério provocado pela forca eldstica exercida

por uma mola.

Na figura, o ponto E é um ponto fixo, sendo o ponto de equilibrio da mola. O ponto P
representa o centro da esfera e desloca-se sobre a semirreta com origem na extremidade
fixa da mola e que contém o ponto E. Admita que n&o existe qualquer resisténcia ao
movimento.

Sabe-se que a distancia, em metros, do ponto P ao ponto E é dada por:
5 T 53 T
d(t) = —cos|{—t] +——sen|—t
() = 5 cos (1) + = =sen(5¢)

A variavel t designa o tempo, medido em segundos, que decorre desde o instante em que
foi iniciada a contagem do tempo (t € Ry ).

Resolva a alinea 4.1. recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

4.1. Prove que se trata de um oscilador harménico. Indique a amplitude, o periodo, a

frequéncia do movimento, bem como o respetivo angulo de fase.

4.2. Sejam 4 e B dois pontos do grafico de d, de abcissas a e b, respetivamente, tais que:
e q€e]0,m
e b—a=28
Determine a abcissa do ponto A, para a qual a area do triangulo [0AB], sendo O a
origem do referencial, € igual a 9.
Na sua resposta, deve:
e eguacionar o problema;
e reproduzir o gréafico da funcéo ou os graficos das fungbes que tiver necessidade de
visualizar na calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial;

¢ indicar a abcissa do ponto 4 com arredondamento as centésimas.

e*+cos (2018x) +f(x)

5. Seja f uma funcao de dominio R~. Sabe-se que lim 2.

r——00 —2x

Qual das equagbes seguintes pode definir uma assintota ao grafico da funcao f?

(A) y=4x
(B) y=2x
C) y=—2x
(D) y=—4x
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6.

y

Para estudar as etapas do desenvolvimento de um certo tipo de fungos, estudou-se em
laborat6rio uma colénia desses fungos. Admita que o niumero de individuos da coldnia,
t dias ap6s um determinado instante inicial, € dado, aproximadamente, por P(t) = 1500 %3¢,

comt = 0.

P(t+1

), . R L.
(0 € uma constante. Determine o seu valor arredondado as centésimas e

6.1. Prove que

interprete o valor obtido no contexto do problema.

6.2. Para cada numero real k, considere a funcdo f, de dominio R, definida por
f(x)= P(x + k). Para um certo namero real k, o grafico da funcdo f passa no ponto de

coordenadas (—1, 1500e). Determine esse valor de k.

FIM DO CADERNO 1

COTACOES (Caderno 1)

Item

Cotacao (em pontos)
1. 2. 3. 4.1. | 4.2. 5. 6.1. | 6.2.
8 15 8 20 15 8 15 15 104

)
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CADERNO 2: 45 MINUTOS

NAO E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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n+1 se n < 2018
. Seja (u,,) a sucesséo definida por u,, = :
cos(nm) se n = 2018

Considere as seguintes proposicoes:

() A sucessao (u,) € crescente.

(I A sucessao (u,,) € limitada.

Acerca das proposicdes anteriores, podemos concluir que:
(A) sdo ambas verdadeiras.

(B) sdo ambas falsas.

(C) apenas (I) é verdadeira.

(D) apenas (I) é verdadeira.

. Para cada real k, considere a funcéo f, de dominio R, definida por:

sen(6x) — k2

” se x<0

xS +3x

flx)= -7 se x=0
yrtax se x>0

X

8.1. Determine os valores reais de k de modo que ling_ f(x) = f(0) .

8.2. Estude, no intervalo ]0, +=o[, o gréfico da funcdo f quanto a existéncia de assintotas

verticais e horizontais, e, caso existam, escreva as suas equacoes.

. Considere o seguinte problema, proposto por um amigo aos irmaos Joana e Joao:

“You mudar o pin do meu telemével. Preciso para isso de escolher um cédigo com quatro
algarismos, escolhidos entre os algarismos de 0 a 9, mas pretendia que todos os algarismos
fossem diferentes e que o pin representasse um nimero maior que 2000.

Quantos pins existem nestas condigbes?”

A Joana e o Jodo responderam corretamente, mas de forma diferente:

Joana: %4, — 2 x A,

Jo&o: 8 x “C; x 3!

Elabore uma composicao na qual explique o raciocinio de cada um dos irmaos.

10. Seja g a funcéo definida, em ]—g,ﬂ[, por g(x) = ;5+ (1—cosx)?

10.1. Determine a equacéo reduzida da reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa g

10.2. Estude a funcdo g quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a

existéncia de pontos de inflexao.
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11. Na figura esta representada, num referencial o.n. xOy, parte do grafico de uma fungéo

y

polinomial f.

Considere que:

Y f
e afuncdo f tem um Unico maximo relativo para x = —1; /\\_/

e afuncgdo f tem um Unico minimo relativo para x = 1;
e 0 ponto de abcissa 0 é o Unico ponto de inflexao do grafico de f.

Sejam f' e f" a primeira e a segunda derivadas da funcédo f,

respetivamente.

Qual é o conjunto-solucao da condicao f'(x) x f'"(x) <07?

(A) [-1,0] U [1, +oo
(B) ]=e0,0] U [1, +oof
(C) ]-e, 1] U0, 1]
(D) ]=oo,=1] U0, +oof

FIM DO CADERNO 2

COTACOES (Caderno 2)

Item

Cotacédo (em pontos)

7. 8.1. 8.2. 9.

10.1.

10.2. 11.

8 20 15 15

15

15 8 96

)
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Proposta de resolucéo

Caderno 1
1. Opcao (B)
O termo geral deste desenvolvimento é da forma:
sena ®
*C, (2xcosa)*~* x (— ) = %C, x2*7%F x x*7* x (cosa)** x (—1)¥ x (sena)¥ x x7F =
X

= *C, x 2% x (1) x x*7%* x (cosa)* ™" x (sena)® =
A expressdo “C, x 2*7% x (—1)% x x*72¥ x (cosa)** x (sena)* ndo depende da variavel x se e
s0se4—-2k=0=k=2.
O termo independente de x é, portanto:
*C, x2*72x (—1)? x (cosa)? x (sena)? = 6 x 4 X cos?a X sen’a =

= 6 x (2senacosa)? =

= 6sen”(2a)
2.
2
s A ’
9 _
/ i\ B
\ P,
/
2 E\
5 _
8 B
P(ElB) _ P(4nB) _
P(B)
_ P(AyxP(BJA)
© p(BnA)+P(BNA)
. P(A)%xP(E|4)
T P(A)xP(B|A)+P(A)xP(B|A)
.2
— S 8 —
=513
9 2 o B
1
_ s _
=5 =
5
=3
T e
3. Opcéo (A)

A(2cosa, 2sena), com 2cosa < 0 e 2sena > 0
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C+AB
z

Alocal = 2 % ordenada de A

e« 0C =2
e AB = 2 X |2cosa| = —4cosa

e Ordenada de 4 = 2sena

Logo:
2-4
Alocpal = % X 2sena =

= (1 — 2cosa) X 2sena =
= 2Zsena — 2 X 2senacosa =

= 2sena — 2sen(2a)

41.d(t) =5 Gcos Gf) - %Esen Gt)) =

= 5(cos (5) cos(3¢)  sen(3)sen (51)) =
= 5cos Gr— g) =

= 5cos Gr—§+ ?.TI.') =

- scos B0+ 2)

Como d(t) = 5cos Gf +;'3—ﬂ) e 5>0, E> 0 e ,3_.,1 € [0.2n], entdo d(t) é um oscilador
harmonico.

. , . , , . 2 ~ . , . 1 ~
A amplitude é igual a 5, o periodo é igual a T“= 8, a frequéncia é igual a Seo angulo de

=

, . 57T
fase ¢ igual a =~

4.2. Sabemosqueb—a=8<hb=a+ 8e 8¢éo periodo de d, logo d(a) = d(b).
Tal como a figura abaixo ilustra, para qualquer posicdo do ponto 4, a altura do triangulo
[0AB] relativa a base [AB] é dada, em funcado da abcissa a do ponto 4, por d(a).

A
R

Ent&o, a area do triangulo [0AB] é dada por:

ABxd(@) _, d(a)

Daqui vem:
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4><d(a)=9@d(a)=3,com0<a<ﬂ
Na figura estdo representados o grafico de fungdo definida por y =d(x) e a reta de

equacao y = 2 bem como o ponto de intersecdo destas duas linhas no intervalo ]0,m[:

A
¥

L~ \

o o

A abcissa do ponto 4, para o qual a area do triangulo [0AB] € 9 €, aproximadamente, 2,74.

5. Opc¢ao (D)
. e +cos(2018x0+ flx)

xl_I.IELD —-2x =2

o _1 % lim (f " cos(z018x) T @) —9
2 xX——oo N X x x

< lim f+ lim M+ lim 7% — 4

x——oo X X——oo x x——oo X
&=+ lim (COS(ZOIBI) P 1) + lim [ = 4

- X—=—c0 x y—s—on X
=0+0+ lim £ = —4 pois —1 < cos(2018x) < L,vyx e Re lim = = 0.

x——oo X Y——ca X

o lim - 4

Xx——oo X

Logo, se o grafico de f admitir assintota ndo vertical, o seu declive é igual a —4.

P(t+1) 15008020+

6.1. = =

r(t) 1500231

QD,BI+D,B

JET:
—_ €0.3t+0.3—0.3t —
— EO.E
& 1,35
Observe-se que P(t+ 1) = 1,35P(t), ou seja, P(t + 1) = P(t) + 0,35P(t), o que significa
gue a cada dia que passa o numero de individuos desta coldnia esté a crescer a taxa de,

aproximadamente, 35%.
6.2. f(—1) = 1500e < P(—1+ k) = 1500e
= 1500e%301+k) = 1500¢

o e03(-1+k) _ o

=03(-1+k)=1

<:>—1—I—k=§
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Caderno 2
7. Opcéao (D)
A proposicao (1) é falsa:
Como i, = €0s(2018m) = 1,Uy0,9 = C05(2019T) = —1 € Uy, = €c0s(2020T) = 1, & SUCESSE0
(u,,) ndo € monotona.
A proposicéao (ll) é verdadeira:
o sen < 2018, u; €U, < Uygy7, ISI0E, 2 < u, < 2018;
e sen=2018-1=u, =1

Assim, —1 < u, < 2018,vn € N.

8.
8.1. lim f(x) >0
x—=0"
lim (—Sen(ﬁﬂ — kz) > 7 e lim =2 g2 g
x—=0— »x?+3x x—0— x(x2+3)
= lim M>< lim Z;— k? >-7
x—=0" X x—=0"X=+3

< lim (Mxé)x L k2> -7
6x—=0" 6x 02+3

seny

= 6x lim
y—=0 ¥

xi—k2>—7

-

limite notavel

_ 1.2 —
©2x1—-k">-7 Calculo auxiliar
=9—-k2>0 9—k?=0k?=9

Assim,9—k?>0= -3 <k < 3, = k=3Vk=-3
Os valores reais de k pretendidos séo, entdo, os valores

do intervalo ]—3,3[. - -

'.r;+ 2x

8.2. Em]0, +oo[, f(x)=

e Assintotas verticais

Como f é continua em R*, a reta de equacao x = 0 € a Unica candidata a assintota

vertical ao gréfico de f.

[x +2x [x
lim f(x) = lim (Ni) = lim (L + 2) =
x—0t x—0t\ Xx

x—0T X
. M‘?X\G . x
= lim —+2=lim—=+2=
=0t xxvx =0t xvVx

lim 'i—+2=0i+ + 2=

x—07 Vx
= +CO

A reta de equacgdo x = 0 é assintota vertical ao grafico de f e é Unica.
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Assintotas horizontais

[x + 2x [x
lim £(x) = lim (‘”Jﬁ—*): lim 42—

X—++ 00 Xx—+00 x—=+co X

= lim =+2=-+2=
+co

Xx—=+coo VX
=0+2=+2

A reta de equagdo y = 2 é assintota horizontal ao gréfico de f.

9. Pretende-se formar um codigo pin com quatro algarismos diferentes, escolhidos entre os
algarismos de 0 a 9, tal que o pin represente um numero maior que 2000.
A Joana resolveu o problema determinando o numero de cédigos com quatro algarismos
diferentes que é possivel formar, e, a estes, subtraiu 0 nUmero de codigos pin que iniciam com 0
e 0 nimero de codigos pin que iniciam com 1. Assim, 14, é o nimero de maneiras distintas de
escolher, ordenadamente, 4 algarismos diferentes dos 10 algarismos existentes, isto é, existem
104, pin’s com 4 algarismos diferentes. Por outro lado, 2 x 4, é o nimero de maneiras
diferentes de contabilizar todos os pins que, nas condi¢des referidas, iniciam pelo algarismo O
ou 1. Assim, 2 € o numero de opglBes que existem para colocar na posicdo do primeiro
algarismo e, para cada uma destas opgdes, existem °A, maneiras distintas de escolher
ordenadamente 3 algarismos distintos, dos 9 algarismos restantes. Portanto, o nimero de pins
nas condicdes referidas pode ser dado pela expressdo*®4, —2 x “A,.
O Joao pensou que, para o pin representar um namero maior que 2000, pode iniciar com 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8 ou 9. Assim, existem 8 hip6teses para o primeiro algarismo do pin. Para cada uma
destas hipoteses, existem °C, maneiras de escolher 3 algarismos distintos, dos 9 algarismos
restantes, sendo que um ja foi utilizado. Para cada uma destas maneiras e por cada hip6tese
para o primeiro algarismo, existem 3! maneiras de permutar os trés Gltimos algarismos. Assim,
8 x °C, x 3! é o numero de maneiras de determinar o nimero de pins superiores a 2000 com 4

algarismos distintos.

10.

10.1.y =mx + b,ondem = g’ G)

g'(x)= (;—( +(1- -:-::os;»f)z)J =

= $+ 2(1 —cosx) x (1 —cosx) =

= $+ 2(1 — cosx) X senx

m=g' G) = %Jr 2(1 —cosg) X sen(g)

=Z+2x(1-0)x1=
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Assim, a equacao reduzida da reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa g e

V=§I+1—TL’.

10.2. g"(x) = GJr 2senx(1 — cosx))F =
=0+ 2[(senx)’ x (1 —cosx) + senx(1 — cosx)'] =
= 2(cosx(1 — cosx) + senx X senx) =
= 2(cosx — cos®x + sen’x) =
= 2(cosx —cos(2x)) =
Determinacéo dos zeros de g'":
g"(x)=0
2(cosx — cos(2x)) = 0 < cosx = cos(2x)
ox=2x+2km vx=-2x+2kmkcZ
o —x=2kn v3x=2knkeZ

= x=2km VI=23£,kEE

n ~ 2
Em ]—;,TE[, os zeros de g"’ sdao O e ?ﬂ

X > 0 =
Sinal de g"' n.d. + 0 + 0 - n.d.
Sentido das P.l
concavidades | n.d. U g(0) U g (23—'") N n.d.
do grafico de g

—EE]—E,O[eg” (—E) =2(cos(—g)—cos(—?))= 2(?—0) =v2>0
“e 0T eg" (%) os (%) - cosc—“)) —2(0—(-1))=2>0
3T'HE]zg—ﬂ,ﬂT eg" (%ﬂ) =2(cos(%ﬂ)—cos(2x%ﬂ)) = (—g—ﬂ) =—V2<0

O gréfico de g tem a concavidade voltada para cima em ]—gzg—ﬂ] e a concavidade voltada

|

]
—_—

(]

. 2m . ~ . 21
para baixo em [?,TE[; apresenta um ponto de inflexdo de abcissa P

11. Opcéo (C)
Sabe-se que a funcao f é crescente em ]—oo, —1] e em [1,+[ e é decrescente em [—1,1].

' AS‘\ Teste N.° 4 de Matematica A_12.° Ano Expoente!? | Daniela Raposo e Luzia Gomes



Sabe-se também que o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em ]—e,0] e a
concavidade voltada para cima em [0, +oo[.

Assim;

X —0 -1 1 +oo
Sinal de f' + 0 -
Variagéo de f M

=
+

X —oa 0 +co

Sinal de f" — 0 +
Sentido das
concavidades n P.l. U
do gréfico de f

Como se pretende os valores de x tais que f'(x) x f'(x) < 0, vem que:
(ffix)=0 A f'"(O)z=20) v (f'(x)=0 A f"(x)<0) @ xe[0,1] U]—oo,—1]
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