Teste de Matematica A

2019 /2020
Teste N.2 3
Matematica A
Duracéo do Teste: 90 minutos
12.2 Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N2 Turma:

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta indelével, azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Em caso de engano, deve riscar de forma inequivoca
aquilo que pretende que nao seja classificado.

Escreva de forma legivel a numeracao dos itens, bem como as respetivas respostas. As
respostas ilegiveis ou que nao possam ser claramente identificadas sao classificadas com
zero pontos.

Para cada item, apresente apenas uma resposta. Se escrever mais do que uma resposta a
um mesmo item, apenas € classificada a resposta apresentada em primeiro lugar.

O teste inclui um formulario.

As cotagdes encontram-se no final do enunciado da prova.

Para responder aos itens de escolha multipla, ndo apresente calculos nem justificacées e

escreva na folha de respostas:

* 0 numero do item;

» aletra que identifica a Unica op¢ao escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e

todas as justificacdes necessarias.

Quando, para um resultado, nao é pedida a aproximagao, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria
Comprimento de um arco de circunferéncia

ar (a — amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)

Regras de derivagao
u+v) =u+v

wv) =uvv+uv

Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema (u)’ uv—uv
. . v v?
Area de um setor circular:
W' = nu"tu' (n€R)
2
@ (a — amplitude, em radianos, do 4ngulo ao centro; r — raio)
2 (senu)’ = u'cosu

Area lateral m cone: irg (r — raio da base; g — geratriz
ea lateral de um cone: nirg ( g—g ) (cosu) = —u'senu

Area de uma superficie esférica: 4mr? (r — raio) /
(tgw)’ =

, 2
Volume de uma piramide: % X Area da base x Altura costu
e™)' =u'e*
Volume de um cone: = x Area da base x Altura
3 (a¥)' = u' a*Ina (a € Rt \ {1})

Volume de uma esfera: %1‘[7‘3 (r — raio) o
(Inw) = —
u

!

u

(log,w)’ = —— (a€ R* \ (1))

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,)

uitun

Progressao aritmética: — - Xn Limites notaveis

- L, —rn . 7"
Progressao geomeétrica: u; x 11_: lim (1 + Z) =e(neN)
li sen x 1
Trigonometria pat) X
sen(a + b) =sena cosb +senb cosa limex_lzl
x—0 X
cos(a+ b) =cosa cosb —sena senb
. Inx
lim —=0
X—>+00 X

X

. e
A=t PR

Complexos
(peie)” — pn eine

. 0+2km

Vpe® ="pe'"n  (k€{0,..,n—1}en€N)
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1. Dispbe-se de quinze carateres (os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e as vogais a, €, i, 0, U)

y

para formar cédigos de cinco carateres.

1

1

.1. Quantos cédigos se podem formar com carateres todos diferentes, constituidos por trés
vogais e dois algarismos, ndo necessariamente por esta ordem?

(A) 125000 (B) 54 000 (C) 12 500 (D) 5400

.2. Escolheu-se, ao acaso, um codigo, de entre todos os cédigos de cinco carateres, repetidos
ou nao, que é possivel formar com o0s quinze carateres.
Determine a probabilidade de esse codigo ser constituido por cinco algarismos diferentes
Cuja soma seja um numero superior a 33.

Apresente o resultado com cinco casas decimais.

Na figura esté representada, num referencial 0.n. Oxy, a circunferéncia trigonométrica.

Sabe-se que: 4

o ponto A tem coordenadas (1, 0);
[BC] € um diametro da circunferéncia trigonométrica;

os pontos D e E pertencem ao eixo 0y; ~

9] A X
as retas BD e EC sao paralelas ao eixo 0x; K
E C

a é a amplitude, em radianos, do angulo AOB e a € ET[[

v

2.1, Sabe-se que, aumentando em 1 radiano um determinado valor de a, 0 perimetro da regiao a

sombreado na figura diminui 25%.

Determine, recorrendo as capacidades graficas da calculadora, o valor de a.

Na sua resposta:

* mostre que o perimetro da regido a sombreado na figura é dado, em fungédo de a, por
f(a) =2(1+sena—cosa);

* equacione o problema;

» reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcao(bes) visualizado(s) na
calculadora que Ihe permite(m) resolver a equacao;

» apresente o valor de a, em radianos, com aproximagao as centésimas.

2.2. Considere agora a fungao real de variavel real g definida, em R, por:

g(x) =2(1+ senx — cosx)

2.2.1.Recorrendo a definicdo de derivada de uma fungdo num ponto, determine g'(0).

A
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2.2.2.Seja t a reta tangente ao gréfico da fungéo g no ponto de abcissa 5?”

Qual é a inclinacdo da reta t, em graus, com aproximacgao as unidades?
(A) 36° (B) 70° (C) 110° (D) 144°

3. Seja f a fungdo, de dominio R, definida por:

X

ﬁ se x<0

flx) =4 k* =5k +4 se x=0
LZ—X—Z se x>0
x+5

3.1. Em qual das opgdes seguintes se encontra um valor real de k para o qual a fungao f é

continua?
(A) -2 (B) 1 (C)3 (D) 4

3.2. Estude a fungé@o f quanto a existéncia de assintotas ndo verticais ao seu grafico e, caso

exista(m), escreva a(s) sua(s) equacgao(oes).

3.3. Recorrendo a processos exclusivamente analiticos, mostre que a fungéo f é crescente no

intervalo 10, +oo|.

4. De uma escola de Ensino Basico e Secundario, sabe-se que todos os seus alunos almogam nas
instalagdes da escola: uns optam pelo menu da cantina e os restantes trazem almogo de casa.
Sabe-se ainda que:

» 70% dos alunos frequentam o Ensino Secundario;

» 2 em cada 10 alunos que frequentam o Ensino Secundério almogam todos os dias na cantina;

» um sexto dos alunos que frequentam o Ensino Basico opta por trazer o almogo de casa todos
os dias.

Escolheu-se ao acaso um dos alunos desta escola para participar num debate.

Qual é a probabilidade de ter sido escolhido um aluno que frequenta o Ensino Basico ou que

almoce na cantina, mas ndo ambos? Apresente o resultado na forma de percentagem.

5. Seja f a fungao definida por f(x) = cos?x — 2sen x.
5.1. Para qualquer valor real de x, f(m+ x) + f (—§+ x) é igual a:

(A) 1+ 2senx + 2cosx (B) -1+ 2senx + 2cosx
(C)1—2senx —2cosx (D) -1 —2senx — 2cosx
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5.2. Recorrendo a processos exclusivamente analiticos, estude a fungdo f quanto ao sentido das
. e N . A . . ~ . 5
concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de pontos de inflexao no intervalo ]O,?“[.

Na sua resposta, apresente:
* 0(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo;
» 0(s) intervalo(s) em que o gréfico de f tem a concavidade voltada para cima;

» as coordenadas do(s) ponto(s) de inflexao do grafico de f, caso este(s) exista(m).

6. De duas fungdes reais de variavel real f e g, sabe-se que:
» f & definida por f(x) = ;
* 0 ponto de coordenadas (2, —3) pertence ao grafico de g;

» a tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 2 é perpendicular a bissetriz dos quadrantes

impares.

Qual é o valor de (g)’ 2)?

1 1 1 5
(A) -3 (B8, ©) 5 (D) 32

7. Seja f uma funcgao continua e bijetiva, de dominio R, tal que:
» paratodo o nimero real x, f~1(x) = f(x);
e para um certo numero real a, tem-se f(a) < a.

Mostre que a equagao f(x) = x é possivel no intervalo [f~1(a),al.

FIM

COTACOES

ltem

Cotacao (em pontos)
11. | 1.2, | 21. | 221 | 2.2.2 | 3.1. | 3.2. | 3.3. 4, 5.1. 5.2. 6. 7. Total
8 20 20 20 8 8 20 20 20 8 20 8 20 200
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y

1.1.

1.2.

2.1,

TESTE N.2 3 — Proposta de resolucao

Opcao (B)

>C, & o nimero de maneiras distintas de escolher as posigdes que as trés vogais vao ocupar
de entre os cinco lugares disponiveis. Por cada uma destas maneiras, existem °A; modos
diferentes de escolher trés vogais, de entre cinco, e de as colocar ordenadamente. E, por cada
uma destas maneiras, existem '°4, modos diferentes de escolher dois algarismos de entre dez
e de os colocar ordenadamente.

Assim, >C; x *A; x °A, =54 000 é o nimero de codigos pedido.

NUmero de casos possiveis: 1°Aj

154L é o nimero de codigos de cinco carateres, repetidos ou ndo, que é possivel formar com
15 carateres.

Numero de casos favoraveis: 5! + 5!

Sabemos que 9 +8+7+6 +5=35e9+8+7 +6+4 =234, logo, para que o cédigo seja
constituido por cinco algarismos diferentes cuja soma seja um numero superior a 33, existem
apenas dois casos mutuamente exclusivos: ou o cédigo é constituido pelos algarismos 9, 8, 7,
6 e 5 ou 0 codigo é constituido pelos algarismos 9, 8, 7, 6 e 4.

5! é 0 numero de cddigos diferentes que existem permutando os algarismos 9, 8, 7, 6 e 5 e
analogamente 5! é o niumero de cédigos diferentes que existem permutando os algarismos 9, 8,

7,6¢e4.

. S 5145! 240
Logo, a probabilidade pedida é igual a TSAT = 759375

~ (0,00032.

fla) = 2(@ +0D + ﬁ) = 2(1 + sena + (—cosa)) = 2(1 + sena — cosa)

Observe-se que, como a € ]g n[, entdo cosa < 0. Logo, BD = —cosa.

Sabe-se que, para um determinado valor de «, f(a + 1) = f(a) — 0,25 X f(a), isto &,
fla+1) =075 f(a).

Pretende-se, entao, resolver a equacao:

2(1 +sen(a+ 1) — cos(a+ 1)) = 0,75 x 2(1 + sena — cosa)
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Recorrendo a calculadora gréfica: y
y1 = 2(1 +sen(x + 1) — cos(x + 1))
Y, = 0,75 X 2(1 + senx — cosx)

Assim, a = 2,32 rad.

(0] kg 2,317 ” X

2
2.2.
. g(x)-g(0) . 2(1+senx—cosx)—0 Calculo auxiliar
2.2.1. g’(O) = llmx_)oT = llmx_>0 " =
| costisenx g(0) = 2(1 + sen0 — cos0) =
= Z(hmx—»oT) =2(1+0-1)=
=0
Como:
. . 1-cosx T (1—cosx)(1+cosx) __ . 1—cos?x _
}CIL% x - th_)O x(1+cosx) - hmx_’o x(1+cosx)
indeterminacgdo (g)
- lim sen?x
- X0 y(1+cosx)

. senx . senx
= lim—= x lim =
x->0 X x—0 1+cosx

~————————
limite notavel
0

= 1 X —=
1+1
=0
hd limx_)osexﬂ =1
limite notavel
Tem-se que:
. 1- + N .
2 (llmx_)o Cosx senx) — 2;1_1)‘51 Cosx + 2 llmx_)o se;x —
=2X0+2x1=
=2
Assim, g'(0) = 2.
2.2.2. Opcao (D
pedo (D) Calculo auxiliar
; (5T 51 5T ,
Me=9 (?) =2 (COS (?) +sen (?)) - g'(x) = (2(1 + senx — cosx)) =
=2x(1—£)= = 2(0 + cosx + senx) =
z 2 = 2(cosx + senx)
=1-v3<0

A inclinacdo da reta t é o angulo a, compreendido entre 90° e 180° (ja que o declive da
reta € negativo), tal que tga = 1 — /3. Recorrendo & calculadora, tg='(1 —+v3) ~ —36°,

logo ainclinagdo dareta t € —36° + 180° = 144°.
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3.1. Opcao (C)
Para a fungédo f ser continua em x = 0 tem que se verificar J}Lrgl_f(x) = 1ir(1)1+f(x) = f(0).

« £(0) = k2 —5k+4

() —
. X f-'-\ x( —x+1)
N fG) = lim =7 = lim =iy =

x(\/l—x+1)
m-——>=—"=

2=0" (VI—x) —12
— lim x(Vi—x+1) _

x>0~ 1—-x-1

— lim x(Vi—x+1) _

x-0" -X

lim - (VI-x+1)=
x-0

= —(VT=0+1) =

-J}i_)rglj(x) hm (——2) % 2=-=-2

X+5

Assim, f(0) = —2. Logo:
K2 —5k+4=—2 k?—5k+6=0 e = S/C 16

2X1
k=2 V k=3
Das opcoes apresentadas, apenas a (C) satisfaz esta condicao.

32.y=mx+bmbeR

e x > —00

X
Vi—v—1 1 1
m= lim &— lim yl-x-1_ lim ———=—=
x—>—00 X X——00 X xX——00 —x—-1 +OO
b = 11m 1 (f(x) —mx) = hm ﬁ = x1_1> m(JTJ;(T\/%ﬂ) -
x(\/ﬁ+1)
= lim
xX—o— oo(ﬂ) _12

— lim x(Vi-x+1)
- x—-—00 1—-x+1 -

lim —-(V1-x+1) =

xX—>—00

= —00
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Como b nao é um numero real, conclui-se que o grafico de f ndo apresenta assintotas nao

verticais quando x — —oo.

* X — 400
2x
e 2 2 2
X
m—llm&—limw hm( ——>=0—0=0
x—>+00 X x—>+00 X x->+o\Xx +5 x

(Z)
b= lim (f(x) —mx) = lim (2—"—2) 2 lim (ﬁ—z) =

x+5 xX—>+00 1+

Como m =0 e b =0, conclui-se que a reta de equacao y = 0 é assintota ndo vertical, em
particular, € assintota horizontal ao grafico da fungao f quando x — +oo.

3.3. Em ]0, +oo[:
" @0)'x(x+5)—2xx(x+5)" o 2(x+5)—2xx1 _
f1e0) = (m B 2) - (x+5)2 0= (x+5)2
10
T (x+5)2 >0

Como f'(x) > 0,vx € ]0,+oo[, conclui-se que f é crescente em ]0, +oo].

. Sejam S e C os acontecimentos:

S: “o aluno é do Ensino Secundario”

C: “o aluno almocga diariamente na cantina”
Sabe-se que:

- PO) =5

. P(CIS) ==

vl =

» P(CIS) =¢

Pretende-se determinar o valor de P(SuU C) — P(S N C):

1 c

s < P(SnC)—lO %:%
Z INLC
p i P(SnC)—% g=%
2 c
5 < pEnc)=SxSl
10 ) B 10 6 4
. ¢ P(SnC)—13—O %:%
P(C)—l+l=£
50 4 100
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Assim:
P(SUC)—=PGENC)=P(S)+P(C)—P(SNC)—P(SNC) =
3 39 1 1

10 "100 4 a4
19

100

A probabilidade pretendida é, entdo, 19%.

5.1. Opcao (A)
f(m+x) +f(—§+ x) = cos?(m + x) — 2sen(m + x) + cos? (—g +x) - 25en(—§+ x) =
= cos?x — 2(—senx) + sen’x — 2(—cosx) =
= cos?x + sen?x + 2senx + 2cosx =
=1+ 2senx + 2cosx
5.2. f(x) = cos?x — 2senx
f'(x) = 2 X cosx X (cosx)’ — 2cosx = —2c0sx X senx — 2cosx =

= —sen(2x) — 2cosx
f'"(x) = —2cos(2x) + 2senx

f"x)=0

—2cos(2x) + 2senx = 0 & 2senx = 2cos(2x)
& cos G - x) = cos(2x)
@g—x=2x+2kn \% g—x=—2x+2kn,k €EZ

<:>—3x=—g+2k1t Vv x=—§+2kn,kez

@x=£+& Y, X=—E+2k‘lT,kEZ
6 3 2
5T o2 T
Em ]O,?[, ozerode f" é p
x 0 g 5?“ Calculo auxiliar
- ™ _ocz(M _ ™ _
Sinal de f” _ 0 + f (6) = Ccos (6) 2sen (6) =
. 2
Sentido das _ (?) —ox % _
concavidades do N P.l. U s .
grafico de f ==

No intervalo ]05?“[ o gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em ]Og] e tem a

. . 5 . ~ 1
concavidade voltada para cima em E?“[ tem um ponto de inflexdo de coordenadas (g - Z)'

’ M Teste N.2 3 de Matematica A_12.2 Ano Expoente’z | Daniela Raposo e Luzia Gomes



6. Opcao (D)

(5 @

P Oxg@—f@)xg'@) _ —X(EDX(D)
N (9(2))? N (-3)2 N

S | W
+
N | =

|U'l @l-hlm ol
|

w
(o)}

Calculos auxiliares
1

=) =-3

x x2

f@=-

* g'(2) = —1, pois g'(2) é o declive da reta tangente

ao grafico de g em x = 2 e estareta é

perpendicular a bissetriz dos quadrantes impares,

cujo declive é 1.

7. Seja g a fungéo, de dominio R, definida por g(x) = f(x) — x.

y

g € continua, por se tratar da diferenca de duas fungdes continuas (f e x +~ x, funcdo

polinomial). Em particular, g é continua em [f~1(a), a].

« 9(f' @) =f(f (@)~ (@) =a~f(a) >0, pois a > f(a).

=a f(a)

g(a) = f(a) —a <0, pois f(a) < a.
g(@) <0< g(f (@)
Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos que:
Ic€lf(a)al:g(c) =0

ou seja:

isto é:

A

Ice]fYa)al:f(c)—c=0

Icelf @, al:f(@) =c

Provamos, assim, que a equacgao f(x) = x € possivel no intervalo |f~1(a), al.
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