Teste de Matematica A

2018 /2019
Teste N.°3
Matematica A
Duragao do Teste (Caderno 1+ Caderno 2): 90 minutos
12.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.°: Turma:

Este teste € constituido por dois cadernos:

e (Caderno 1 — com recurso a calculadora;

e Caderno 2 — sem recurso a calculadora.
Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta indelével, azul ou preta.
Nao é permitido o uso de corretor. Em caso de engano, deve riscar de forma inequivoca
aquilo que pretende que nao seja classificado.
Escreva de forma legivel a numeragdo dos itens, bem como as respetivas respostas. As
respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas sdo classificadas com
zero pontos.
Para cada item, apresente apenas uma resposta. Se escrever mais do que uma resposta a
um mesmo item, apenas é classificada a resposta apresentada em primeiro lugar.
O teste inclui um formulario.

As cotagdes encontram-se no final do enunciado da prova.

Para responder aos itens de escolha multipla, ndo apresente calculos nem justificagdes e

escreva, na folha de respostas:

e O numero do item;

e aletra que identifica a Unica opg¢ao escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e

todas as justificacbes necessarias.

Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacgao, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria
Comprimento de um arco de circunferéncia

ar (o —amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)

Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um setor circular:

2
ar . . A .
- (a — amplitude, em radianos, do 4ngulo ao centro; r — raio)

Area lateral de um cone: 1 g (r — raio da base;
g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4 wr? (r — raio)

Volume de uma piramide: § x Area da base x Altura
1 s
Volume de um cone: S X Area da base X Altura

4 .
Volume de uma esfera: ;T r3(r — raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,)

Uuqptun

Progressao aritmética: — o Xn

n

~ PP 1-r
Progressdo geométrica: u; X —

Trigonometria
sen(a + b) =sena cosb +senb cosa

cos(a + b) = cosa cosb —sena senb

senA senB senC

a b ¢

a?=b?>+c>—2bccosA

Complexos

(p cis 8)™ = p™ cis (n®) ou (reie)n =N ein®
0 2km

Npcis 6 ="fpcis (BHM) ou Vre® = Wei(n+T)

n

(k € {0,..,n—1}en€eN)
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Probabilidades
‘u. = p1x1+. . +pnxn

0= \/P1(x1 - |J-)2+---+pn(xn - |~1)2

Se X é N(u, 0), entdo:
Plu—o<X<p+o)=06827
P(u—20 <X <p+20) = 09545
P(n—30< X <p+30) = 09973

Regras de derivagao
w+v) =u+ v

(w.v) =v.v+urv

uy'  u.v—uv

() =~

W) = n.u"u'(n € R)
(senu)' = u'.cosu
(cosu)' = —u'.senu

!

tgu) =
(tgu) cos?u

(e = u'.e*
(@) = u'.a*.lna (a € R* \ {1})

!

u
(Inu) = —
u

(logau)' = (a€ R\ {1})

u.lna

Limites notaveis

lim (1 +%)n=e (neN)

. sen x
lim =1
x-0 X

lim
x-0 X

. Inx
lim —=0
X-+00 X

X

. e
lim — =+ (p € R)

x—+00 xP
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CADERNO 1: 45 MINUTOS
E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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1. O Telmo é um atleta que ja ganhou muitas medalhas em competicdes de judo.

1.1.

1.2,

No seu quarto tem cinco medalhas de ouro, oito medalhas de prata e quatro medalhas de
bronze, todas diferentes entre si.

De quantas formas diferentes é possivel colocar estas medalhas em fila, ficando todas as
medalhas do mesmo tipo de metal juntas?

(A) 3 063 060 (B) 116 121 600 (C) 348 364 800 (D) 696 729 600

Nas competicbes em que o Telmo participa, € atribuido a cada atleta um namero natural de
seis algarismos, gerado aleatoriamente.

Desses, o Telmo prefere os numeros que tém exatamente dois algarismos iguais a zero,
pois considera que esses numeros lhe dao sorte.

Qual é a probabilidade de, na préxima competicéo, lhe ser atribuido um dos seus numeros

preferidos? Apresente o resultado na forma de percentagem.

2. Considere uma escola onde sao ministrados dois cursos, Cinema e Fotografia, e onde os alunos

estao inscritos em apenas um desses cursos.

2.1.

2.2.

Relativamente a essa escola, sabe-se que:
e trés em cada cinco alunos sao raparigas;
e 25% das raparigas estudam Cinema;

o 10% dos alunos nao sao raparigas nem estudam Cinema.

Escolhendo, ao acaso, um aluno que frequenta o curso de Fotografia, determine a
probabilidade de este ser uma rapariga. Apresente o resultado na forma de fragao

irredutivel.

Uma das turmas dessa escola tem vinte alunos, numerados de 1 a 20. Com o objetivo de
escolher quatro alunos dessa turma para formar uma comissao, introduzem-se, num saco,
vinte cartdes, indistinguiveis ao tato, numerados de 1 a 20.

Em seguida, retiram-se quatro cartdes do saco, simultaneamente e ao acaso.

Qual é a probabilidade de, no maximo, sairem dois cartdes com numeros primos? Apresente

o resultado arredondado as centésimas.

3. Para certos valores reais a e b, é continua no ponto 0 a fungéo f definida, em R, por:

senx

P se x<0
fx) = a se x=0
b+$_c035x se x>0
Quais sdo esses valores?
(A) a=1¢e b=2 B)a=2¢e b=1 (C)a=1eb=1 (D)a=2¢e b=2

p
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4. Diversos modelos tém sido propostos, pela comunidade pediatrica, para determinar a dose
apropriada para uma crianca de um determinado medicamento, comparativamente a dose desse
mesmo medicamento indicada para um adulto.

Um dos modelos utilizados para calcular a quantidade C, em miligramas, apropriada para a
criancga, é dado por:

_SA
1,7

onde S ¢é a area da superficie corporal da crianca, em metros quadrados, e A é a quantidade, em

C

miligramas, recomendada para um adulto.
Sabe-se ainda que a area da superficie corporal de uma crianga, S, pode ser determinada por:
S =0,007184 p%*25> x p0725
onde p é o0 peso, em quilogramas, e h é a altura, em centimetros, da crianga.
Sabendo que existe uma dose de medicamento apropriada para uma crianga com 120 cm de
altura, que é metade da dose recomendada para um adulto, determine, recorrendo a calculadora
grafica, qual devera ser o peso dessa crianga nestas condigdes.
Na sua resposta:
e equacione o problema;
e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcao(des) visualizado(s) na calculadora
que lhe permite(m) resolver a equagao;

e apresente o valor pedido arredondado as unidades.

5. Sejam f e g as fungdes, de dominio R, definidas, respetivamente, por:
f(x) = cos(2x) +sin(3x) e g(x) = x?
Seja a um numero real e considere as retas r e s tais que:

e a reta r é tangente ao grafico da fungéo f no ponto de abcissa a + g;
e a reta s é tangente ao grafico da fungdo g no ponto de abcissa a.

Mostre que existe pelo menos um a € [Og] para o qual as retas r e s sao perpendiculares.

FIM DO CADERNO 1

COTAGOES (Caderno 1)

Item

Cotagao (em pontos)
1.1 1.2 21 2.2 3. 4. 5.
8 16 16 16 8 20 |16 | 100
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CADERNO 2: 45 MINUTOS
NAO E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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6. Seja f uma fungdo duas vezes diferenciavel em R e a € R* tal que:
e f(a) € um extremo relativo de f;
e Vx €[0,a],-5< f"(x) < -1.
O teorema de Lagrange, aplicado a fungéo f’' em [0, a], permite concluir que:
(A)0 < f'(0) < 4a (B)a< f'(0) <5a (C)2a < f'(0) < 6a (D)3a < f'(0) < 7a

7. Seja f a funcao, de dominio R, definida por:
V4x? +2x —x se xs—% VvV x>0
fx) =

1
4x2+3x+5

se ~lcx<o
-2x-1 2
7.1. Qual das afirmagbes seguintes é verdadeira?
(A) A fungao f nao tem zeros. (B) A fungéo f tem um unico zero.

(C) A funcao f tem exatamente dois zeros. (D) A fungao f tem exatamente trés zeros.

7.2. Sejam m, b € R tais que lim,_,_,[f(x) — (mx + b)] = 0. Determine os valoresde me de b e

interprete os valores obtidos em termos de assintotas ao grafico de f.

7.3. Recorrendo a definigdo de derivada de uma fungdo num ponto, determine f’ (— i)

8. Seja f a fungao, de dominio [O, 37“] definida por f(x) = 2sen x + cos?x. Seja r a reta tangente ao

grafico da fungdo f que tem declive minimo. Determine as coordenadas do ponto de tangéncia

da reta r com o grafico de f.

9. Seja f: R\{0} — R uma fungao tal que:
e f éimpar;
e areta de equagdo y = 2x é assintota obliqua ao grafico de f quando x - —o e quando x — +oo;
e x X f'(x)— f(x) <0, para qualquer x € R*.
Nenhuma das representagcbes graficas a seguir apresentadas € a representacao grafica da
fx)

X

fungéo g definida por

\O v \7 _\? 0 x
Griéfico | Gréfico ll Griafico lll

Elabore uma composigdo na qual apresente, para cada uma das representagdes graficas, uma

razéo pela qual essa representagao grafica ndo pode ser a representagao grafica da fungao g.
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10. De uma fungéo f, de dominio R, sabe-se que lim,,_,,

y

Considere as seguintes proposigcdes p € g:
p: “f é continuaem x = 2.”
4 — x? 1

n

g: "lim

=2 f)—f(2) 7

f@-1@) _

h

Em relagcao ao valor l6gico das proposi¢des, podemos concluir que:

(A) sdo ambas verdadeiras.
(B) sdo ambas falsas.
(C) apenas p é verdadeira.

(D) apenas q € verdadeira.

FIM DO CADERNO 2

COTAGOES (Caderno 2)

Item

Cotacao (em pontos)

6. 7.1 7.2 7.3

8.

9.

10.

8 8 20 20

20

16

8 100
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TESTE N.° 3 — Proposta de resolugao

Caderno 1

1.
1.1. Op¢ao (D)
5/ x8!'x4!x 3! =696 729 600

1.2.

¢ Numero de casos possiveis
Corresponde ao numero de numeros naturais com seis algarismos (note-se que o algarismo 0
nao pode aparecer na primeira posi¢ao):

9x10x10x10x 10 x 10 = 9 x 10°

o Numero de casos favoraveis
Corresponde ao numero de numeros naturais com seis algarismos que tém exatamente dois
algarismos iguais a zero:
9x1x1x9x9x9x °C, (observe-se que >C, & o nimero de maneiras de escolher as

duas posigdes, de entre as cinco disponiveis, para colocar os dois algarismos 0).

9%x9%x9%9x% >C 65610 729
2 = = , que corresponde a 7,29%.

A probabilidade pedida é igual a 9x105 = 500000 = 10000

2. Consideremos os acontecimentos:
R: “O aluno é do sexo feminino.”

C: “O aluno estuda Cinema.”

Pelo enunciado, sabe-se que: C c Total
3
P(R)===0,6 R 0,6
5 R 0,30 0,10 0,4
P(CIR) = 0,25 Total 1
P(CNR)=0,10
2.1. Pretende-se saber o valor de P(R|C): _
R C C Total
P(CNR
P(CIR) = 0,25 & — == 0,25 R 0,15 0,45 0,6
< P(CNR)=0,6x%x0,25 R 0,30 0,10 0,4
< P(CNR)=0,15 Total 0,45 0,55 1
P(RNC) )

__ 0,45 __ 9
& P(R|C) = —— < P(R|C) = —

P(R|C) = 0,55 11

P(O)
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2.2,
e Numero de casos possiveis
Corresponde ao numero de maneiras de retirar quatro cartbes do saco onde estdo vinte

cartdes, simultaneamente e ao acaso: 2°C,
¢ Numero de casos favoraveis

Corresponde ao numero de maneiras de retirar, no maximo, dois cartbes com numeros

primos. Existem oito numeros primos até vinte: 2,3,5,7,11,13,17 e 19

4 1264 € 0 numero de maneiras de retirar zero numeros primos, isto &, quatro dos doze
numeros que nao sao primos;.

v 12¢, x 8¢, é o nimero de maneiras de retirar um nimero primo e trés nimeros que nao
Sao primos.

v 12¢, x 8¢, é o numero de maneiras de retirar dois niumeros primos e dois nimeros que
nao sao primos.

2¢, + 2¢, x 8¢, + *c, x 8, &, entdo, o nimero de casos favoraveis ao

acontecimento em causa.

12¢, + 1203 x 8¢y + "¢, x %, 4103
20¢, T 4845

A probabilidade pedida é igual a 0,85.

3. Opgao (D)
Para f ser continua em x = 0, tem que se verificar lim,_,o- f(x) =1lim,_ o+ f(x) = f(0).

e f(0)=a
0
. . senx (,-91) . senx x
e limy - f(x) =limyo- (1—@) = lim,o- (T . 1—@) -
= 1im =¥ x lim ——=
x—>0~- X x-0~ 1-V1-x
limite notavel
(g) x(1+V1-x)
=1xlim (A—Vi-x)(1+V1-x)
_ x(1+vV1-x) _
x—0 12—(\/1TX)2

= lim

_ limx_)o— x(1+x\/1—x) _

=limy-(1+V1I—x) =
=1+V1-0=2

Como tem que se verificar lim,_,o- f(x) = f(0), vem que a = 2.
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E como também tem que se verificar que lim,_,o+ f(x) = f(0), vem que:

ou seja:

1-cos?x

2
lim, o+ (b + ) =2 & b+ lim,_ o+ (m) =2eb+ llimx_>0+ 22 % lim senx = 2
3x 3 X x—0t

limite notavel

<:)b+§><1><sen0=2
<b+0=2
oSb=2

Assim, para f ser continuaem x = 0,temquea=2eb = 2.

SA

4. Nestas condi¢des, tem-se que h = 120, logo S = 0,007184p%*2> x 120%72> ¢ C = =

0,007184p%425x120%725x4 A

A . , .

Pretende-se saber qual o valor de p tal que C = isto é, = =, OU seja,
0,1359326569 p425 = %

Usando a calculadora grafica:

4 y; = 0,1359326569x%425
" y, =05
0,5
o " 214 X

O peso da crianga, nestas condigbes, deve ser, aproximadamente, 21 kg.

5. f(x) = cos(2x) +sin(3x) e g(x) = x?
f'(x) = —2sen(2x) + 3cos(3x) e g'(x) =2x

Sejam m,. e m; os declives, respetivamente, das retas r e s.

m, = f' (a+§) = —25en(2 (a+§))+3cos(3 (a+§)) -

31
= —2sen(2a + m) + 3cos (3a + 7) =
= 2sen(2a) + 3sen(3a)
mg =g'(a) = 2a
Seja h a fungado, de dominio R, definida por h(x) = 2x(2sen(2x) + 3sen(3x)).
1) h é continua em [0, g]
T
2) 1 (3) < =1 < h(0)
h(0) =0
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h (g) =2X E(ZSen (2 X g) +3 (3 X g)) = n(Zsen(T[) + 3sen (3?“)) =m(0—-3)=-3m
Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos que:
N
Ja € ]O,E[:h(a) =-1
isto é:
da € ]0,;[: Za(Zsen(Za) + 3sen(3a)) =-1
S 3da € ]O,g[:ms xm, =—1

Assim, mostramos que existe pelo menos um a € [0, g] (]Og[ c [Og] ) paraoqualasretasres

sao perpendiculares.

Caderno 2
6. Opcao (B)
Sabemos que a fungao f, de dominio R, é duas vezes diferenciavel.

a é um ponto interior do dominio de f e f'(a) existe e é finita, logo, se f(a) € um extremo relativo
de f, entédo f'(a) = 0.

f' é continua em [0, a] e é diferenciavel em ]0, a[, logo, pelo teorema de Lagrange, concluimos que
existe ¢ € 10, af tal que f""(c) = % isto é,f"(c) = %(O) ou seja, f"(¢c) = —%.
Como vVx € [0,a],—5 < f"(x) < —1, entdo:
-5< _r'o < -1
a
—S5a<—f'(0)< —a
a<f'(0) <5a
7.
7.1. Opcao (D)
1
Em ]—oo,—g] U [0, 4+ool:
f)=0oVix?+2x—x=0V4x? +2x = x
= (\/4x2 + 2x)2 = x?
& 4x% + 2x = x?
©3x%24+2x=0
o x(Bx+2)=0

2
Sx=0vV x=-3

2 .
0e —3 S80 zeros de f.
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7.2.

y

Em]—%,o[:

4x2 +3x+—

f) =0 ——

1.,
-3 €zero de f.

©8x%2+6x+1=0 A x i_E

—6+vV36—4X%8
(=
16
—-6+2
X =—
16
1
Sx=—>-V x=-—=<
4
1
e |59[

Logo, a fungéo f tem exatamente trés zeros.

y=mx+bmb€R

X =

m=

—00
2 4,+E
. x . Vax2+2x—x . x x)
lim M=11m——11m —-1]=
x——oco X X——0o0 x X—>—00
[x] 4+92_: -X ,4"';2_:
= lim ——-1 = lim ———-1=
X——00 X X—>—00 X

1m1(-h+§>—1=—411_— =
X——00

—2-1=-3

. 2x
lim

xXo—® x2(4+3)—2x

X.

. 2Xx
lim

lim (f(x) +3x) = lim (\/ 4x% +2x —x + 3x) =
X——00 X—>—00
2 2
lim (V4xZ + 2x + 2x) = lim AchroAx
X—>—00 xX—>—

0 V4xZ+2x—2x

. 2x
lim —=

- 2
A PN [4+; —2x

. 2x
lim ———~ =

X2=0 _y /4+§ —2x  XTTO_ ( [4+2 +2)

2

2

= lim = =
X——00 _ 4+§ _> —V4+0-2

21

T 4T 2

2 =0 & 4x>2 +3x+——0 AN—=2x—1+#0

Areta de equagdo y = —3x — % é assintota obliqua ao grafico de f quando x — —co.

A
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1
4X°+3x+5 2 ili
(- (_1) o2 Calculos auxiliares

X—>—= xX+— x—)—% x+; 1\ _ 4X11_6+3X(_%)+% _
1 (=)=
_ (4x+2)(x+z) _ -
e =i
2
. 4x+2
= 11m1—2x_1 = _o
x->—
L 4 3 1
2 1 _1 _l
=_2 - 2
3 -

f(x) = 2senx + cos?x

f'(x) = 2cosx + 2cosx(—senx) = 2cosx — sen(2x)

f"(x) = —2senx — 2cos(2x)

f"(x) =0 & —2senx — 2cos(2x) = 0 & —senx = cos(2x)
& sen(—x) = cos(2x)

& sen(—x) = sen G - Zx)

@—x:§—2x+2kn Vv —x=n—§+2x+2kﬂ,k€Z

k
o x =24 2kn Vx=—E+2—T[,kEZ
2 6 3
Em [O,S—W]:x Te x=_"
2 2 6
x 0 e 7m 3n
2 6 2
Sinal de f" — - 0 - 0 + +
Variagao de Max. min. Max.
f f'(0) N ™ (7T / (3T
(%) 7(7)

Calculos auxiliares
f"(0) = —2sen(0) — 2 cos(0) = -2
f"(m) = —2sen(m) —2cos(2m) =0—2 = -2

& (3_“) = —2sen (37“) —2cos(3mM)=2+2=4

2

y (7T . .
f (?) é o declive da reta r.

Assim, (%ﬂ f (7?“)) = (7?“ - i) sao as coordenadas do ponto de tangéncia da reta r com o grafico de f.

Calculo auxiliar

{ )= e (2) s ot @) = 2x (-4 (- ) = <1432
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f(= =-f
9. g(—x) =12 =TE -
pois fé impar
_ I _
=—=

=g(x)

Logo, g € par, o que exclui a representacao grafica apresentada no grafico |.

%= 2, pois a reta de equagdo y = 2x é assintota obliqua ao grafico de f

Jm g(x) = lim

quando x —» +o0 e x - —o0. Logo, exclui-se a representagao grafica apresentada no grafico Ill, onde

xl—1>rJ_P glx) =1.
vy (O ) xx—f)x1  f'(x)x—f(x)
g(x)—( X ) h x?2 a x2

Como Vx € R*,x x f'(x) — f(x) < 0 (pelas condigdes do enunciado), entdo Vx € R*,g'(x) <0, ou

seja, g € decrescente em |0, +oo[, 0 que exclui a representagéo grafica apresentada no grafico Il.

10. Opgao (C)

f@)-f(2) _ Loy
}111_1)1(1) P 7 f'2)=7

Como f'(2) existe e é finita, f € continua em x = 2, logo, a proposigao p é verdadeira.

. 4—x2 . —(x=2)(x+2) . x=2 . 1 4 -
= = — X —_ = X (— = —_—
alcl—Ig fx)-f(2) x-2 fl)-f(2) xl—rg Fx)-f(2) chl—Ig[ (x+ 2)] (2 (=4) 7’ IOgO’ a proposi¢ao
q € falsa.
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