Teste de Matematica A

2017 /2018
Teste N.°3
Matematica A
Duragao do Teste (Caderno 1+ Caderno 2): 90 minutos
12.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.°: Turma:

Este teste € constituido por dois cadernos:

e Caderno 1 — com recurso a calculadora;

e Caderno 2 — sem recurso a calculadora.
Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta indelével, azul ou preta.
Nao é permitido o uso de corretor. Em caso de engano, deve riscar de forma inequivoca
aquilo que pretende que nao seja classificado.
Escreva de forma legivel a numeracdo dos itens, bem como as respetivas respostas. As
respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas sao classificadas com
zero pontos.
Para cada item, apresente apenas uma resposta. Se escrever mais do que uma resposta a
um mesmo item, apenas é classificada a resposta apresentada em primeiro lugar.
O teste inclui um formulario.

As cotagdes encontram-se no final do enunciado da prova.

Para responder aos itens de escolha multipla, ndo apresente céalculos nem justificagdes e

escreva, na folha de respostas:

e 0 numero do item;

e aletra que identifica a Unica opcgao escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e

todas as justificagbes necessarias.

Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacgao, apresente sempre o valor exato.

' ASI\ Teste N.° 3 de Matematica A_12.° Ano Expoente’? | Daniela Raposo e Luzia Gomes



Formulario

Comprimento de um arco de circunferéncia

ar (a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)

Areas de figuras planas

Diagonal maior xDiagonal menor
2

Losango:

Base maior + base menor

Trapézio: 5 X Altura

Poligono regular: Semiperimetro X Apotema
2
Setor circular: = (a — am litude, em radianos,
2 p

do angulo ao centro; r — raio)

Areas de superficie
Area lateral de um cone: T r g (r — raio da base;
g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4 12 (r — raio)

Volumes

Piramide: § X Area da base x Altura
Cone: % x Area da base x Altura

Esfera: s 1 r3(r — raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,,)

~ . o +
Progressao aritmética: =~~~ x n

n

~ PP 1-r
Progressdo geométrica: u; X —

Trigonometria
sen(a + b) =sena cosb +senb cosa
cos(a+ b) =cosa cosb —sena senb

senA senB sen(C

a b ¢
a?=b?>+c?>—2bccosA

Complexos

(pcis®)™ = p™cis (nB) ou (r eie)n =" gin®
0 2km

Vpcis 6 ="/pcis (e”k“) ou Vre® =147 elGHr)

n

(k € {0,..,n—1}en€eN)

)|
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Probabilidades

H= p1x1+. . +pnxn

0 = P10y — W2+... +p,(xn — P2

Se X é N(y, 0), entao:
Plu—o<X<p+o0)=06827
P(u—20< X <u+20) = 0,9545
P(u—30< X <u+30) = 09973

Regras de derivagao
w+v) =u+ v

(w.v) =v.v+uv

uy'  uv—uv

G) ==

W' = n.u"tLu'(n € R)
(senu) = u'.cosu

(cosu)' = —u'.senu

!

teu) =
(tgu) cos?u

(e") = u'.e*
(@) = u'.a*.Ina (a € Rt \ {1})

!

u
(Inw)' = —
u

ul

(logau)' = (a€ R \{1})

u.lna

Limites notaveis

lim(l +7ll)n=e(neN)

sen x
=1

lim

x-0 X

.oe¥—1
lim
x-0 X

=1

. Inx
lim —=0

x—-+o X
x

lime—=+00(p € R)

x—+00 xP
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CADERNO 1: 45 MINUTOS
E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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1. Com o objetivo de fazer um sumo natural com trés ingredientes saudaveis diferentes, a Susana
dispde de cinco tipos de frutas diferentes e de quatro tipos de legumes também diferentes.
O numero de sumos que poderdo ser preparados utilizando-se, no maximo, dois tipos de

legumes é:

(A) 84 (B) 80 (C) 34 (D) 30

2. Acerca dos convidados de um jantar de solidariedade, sabe-se que:

e 60% sao do sexo masculino;
e 30% dos convidados do sexo masculino sdo naturais da cidade do Porto;

e um quinto dos convidados do sexo feminino s&o naturais de outras cidades do pais.

Escolhe-se ao acaso um dos convidados para fazer um breve discurso acerca da instituicao que
estao a apoiar.
Qual é a probabilidade de ter sido escolhida uma mulher ou uma pessoa natural da cidade do

Porto? Apresente o resultado na forma de percentagem.

3. Para um certo valor real k ndo nulo, considere a func¢ao f, de dominio R, definida por:

2k cosx T
T se x<5

fay={

k? + sen (5x) se x>

N A

Qual é o valor de k para o qual f é uma fungao continua?
(A) (B); (€)1 (D)2

4. Considere a fungao f, de dominio |-, 1], definida por:

oo = Vi—x-3
x—4
4.1. Utilizando métodos analiticos, mostre que o grafico de f interseta a bissetriz dos
quadrantes pares em pelo menos um ponto de abcissa pertencente ao intervalo |—1,0] .
4.2. Sabendo que no intervalo considerado sé existe um ponto nas condigdes enunciadas na
alinea anterior, determine, recorrendo a calculadora grafica, a abcissa desse ponto.
Apresente o valor obtido arredondado as centésimas
Reproduza o(s) grafico(s) visualizado(s) na calculadora, devidamente identificado(s),

incluindo o referencial.
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5. Seja f uma funcao real de variavel real da qual se sabe que a reta tangente ao seu grafico

y

no ponto de abcissa 3 tem inclinagao 45°.
f&)-F(3) 5
xz

Qual é o valor de lim
x—3

(A) ¢ B - © 1

FIM DO CADERNO 1

COTAGOES (Caderno 1)

(D)

Item

Cotacao (em pontos)

1. 2, 3. 4.1 4.2 5.

8 20 8 25 20 8

89

AA
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CADERNO 2: 45 MINUTOS
NAO E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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6. Seja (x,,) uma sucessio de numeros reais tal que Vn € N, |x,| < Vn.
Qual das seguintes afirmagdes € necessariamente verdadeira?

(A) lim% =0 (B) lim 22 = 0 (C) (x,,) é limitada (D) (x,) n&o é limitada

7. Seja f a fungcao, de dominio R, definida por:

Vax2+12—4
— se x<1
—x+1
fx)= -1 se x=1
2400
kx+2x3 se x>1
4—4x

7.1. Estude a continuidade da fungéo f em x = 1.

7.2. Estude a funcdo f quanto a existéncia de assintota horizontal quando x tende para —o e,
caso exista, escreva a sua equacao.

7.3. Estude a fungéo f quanto a monotonia e existéncia de extremos relativos no intervalo
11, +ool.

8. Seja g uma fungao cuja derivada g', de dominio R, é dada por g'(x) = Vx% + x + 1.
Estude a fungéo g quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia

de pontos de inflexao.

9. Seja f: R — R uma func¢ao tal que:

¢ f tem derivada finita em todos os pontos do seu dominio;
o f'(x) X f'"(x) <0, para qualquer x € R~;
e lim (f(x)+x) = 2.

X—+00

Nenhuma das representagcbes graficas a seguir apresentadas € a representagédo grafica da

funcgéo f.
rF A
)} ¥y
2 12
/\ \\‘ a
- > = Y » 2
0] \ X 0, “ X ‘.
v 0 ‘,'
Griéfico | Gréfico ll Griafico lll

Elabore uma composi¢ao na qual apresente, para cada uma das representagbes graficas, uma

razéo pela qual essa representagao grafica ndo pode ser a representagao grafica da fungao f .
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10. De uma funcéo f, de dominio R, sabe-se que a sua segunda derivada é dada por:
f"(x) =2018x (x — 1)?(x? — 2)(x2 + 3)

Quantos sdo os pontos de inflexdo do grafico de f?
(A)1 (B) 2 (C)3 (D) 4

11. Na figura esta representada uma planificagdo de uma pirdmide triangular regular cujas arestas

laterais medem 2 unidades de comprimento.

E o D

F
Seja a a amplitude, em radianos, do angulo DAE (a € En[ )
A aresta da base da piramide varia em funcio de a e, consequentemente, a area de cada uma
das faces laterais também varia em fungao de a.

Mostre que a area lateral da piramide é dada, em funcéo de a, por —3+v/3cos a — 3sen a.

FIM DO CADERNO 2

COTAGOES (Caderno 2)

Item

Cotacao (em pontos)
6. 71. | 7.2. | 7.3. 8. 9. 10. 1.
8 20 15 15 15 15 8 15 111
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TESTE N.° 3 — Proposta de resolugao

Caderno 1
1. Opgao (B)
°%; — *C; =84—-4=280

2. Sejam A e B os acontecimentos:
A: “o convidado € do sexo masculino”
B: “o convidado é natural da cidade do Porto”
Sabe-se que:
e P(A)=0,6
e P(B|A)=0,3
1

o P(BlA)=;=02

Pretende-se calcular o valor de P(4 U B).

03~ ° P(ANB)=06x03=0,18
06 A _ P(ANB)=0,6x07 = 0,42
/ 07> B =

: P(ANB)=04x08=0,32

0,8 .
\ _ B P(ANE)=04x02 =008
04 A4

02 %
Assim:

P(AuB)=P(A)+P(B)—-P(ANB) =
= 0,4+ (0,18 +0,32) — 0,32 =
=0,58

A probabilidade de ter sido escolhida uma mulher ou uma pessoa natural da cidade do Porto é
58%.

3. Opcao (C)
Como f é uma fungéo continua em ]—oo,g[ e em E,+oo[, para f ser continua em todo o seu

dominio tera que ser continua também em x = g isto &, li(rTrrl)_ fG) = lim_f(x)=f (g)
x=(5 x— g

o lim <2kcosx) =2k lim CoSX
- T - m\ e .
x—>(E) S P _(x_E) Mudanga (Tite variavel:
2 y=x-— >
T
. cos(y+=
= 2k lim —( ) =
y-0 -y
= 2klim—> =
y—-0 ~Y
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y

. sen
=2k lim= =
y->0 Y

S~—————
limite notavel

=2kx1=

=2k

o lim 0 =7(3)=

(3)

= k2 + sen (%ﬂ) =
=k?+1
Assim:

2k=k?’+1ok?-2k+1=0(k-1)?=0ok=1

41. f(x)=—x= f(x)+x=0
Seja h a fungéo definida em |-, 1] por h(x) = f(x) + x.
Assim, mostrar que o grafico de f interseta a bissetriz dos quadrantes pares em pelo menos

um ponto de abcissa pertencente ao intervalo |—1,0[ é equivalente a mostrar que a fungao h
tem pelo menos um zero em |—1,0].

e h é uma funcgdo continua em [—1,0], visto ser a soma de duas fungbes continuas neste

intervalo (a funcdo f, quociente de fungbdes continuas neste intervalo, e a fungéo
identidade).

ch(-D=f=D+(D =

_ J1-(-1)-3 1=
-1-4

_V2-3+45
= e =
V2+2

h(0) = £(0) + 0 =

_ V1=0-3 _
==
-2 _

=0, =

=2>0
h(—1) < 0 < h(0)
Conclui-se, entéo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy que:
dc€]-10[:h(c) =0 3ce€]-10[:f(c)+c=0
©3c€e]-1,0[: f(c) = —c c.q.d.

AA
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4.2,

L _V1-x-3
V1= x—4
Y2 =X

v

1 041 [0 x

A abcissa do ponto, com aproximacgao as centésimas, € —0,41.

5. Opc¢ao (B)
Seja t a reta tangente ao grafico de f em x = 3 e m; o0 seu declive:
m; =tg45°=1em; = f'(3)

Assim:
limf(x)—fz(3) —1lim f)-f3) _
x-3 9—x x—-3 (3—x)(3+x)
— llm fx)-f(3) X 1
x—»3 x-3 x—>3 (3+x)
f1(3)
1
=1x -(3+3)
—_1
6
Caderno 2

6. Opgao (B)
vn € N, |x,| < v/n, logo:
vn € N,—/n < x,, < +/n e vem que:

VneN,—ﬁsx—”S%,ouseja:
VnEN—— <L
N
Comolim( ) lim - —0, entdo lim = = 0.
n

7.1. f é continua em x = 1 sse existe lirr}f(x), ou seja, lirgl_ fx) = lirgl+ fx) =r1.
xX— X— X—

o llrn f(x) —3}1 1_%=

)

4x%2+12-16

;l—gl (—x+1)(V4x2+12 +4)
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lim ax? 4 =
xo1- (~x+1)(VaxZ+12+4)
li 4(x—-1)(x+1) _
xo1- —(x—1)(VaxZ+12+4)

— lim 4x+4 _
T a1 —(VaxZ+1z +4)
_8 _
===
=-1
. . 2+2x-3
e lim f(x) = lim ===
x-1* x—>17 4—4x Calculo auxiliar
8 IR
2 lim (=D(x+3) _ 1 1 3
x—1t —4(x-1) | 1 3 0=R
= lim 22 =
T oxo1t -4 2
x2+2x—3=(x—1)(x+3)
4
=—=
=-1

of(1)=-1

Logo, f & continuaem x = 1.

7.2, lim f(x) = lim Y2t
X—>—00

X——00 —-x+1

x2(4+;—§) —4

= lim —————=
X—>—00 —-x+1
x| 4+;—§ -4
= lim =
X——00 —-x+1
-X /4+;—§ -4
= lim —————=
X—>—00 —-x+1
—x( 4+%+3>
= lim Y-
xX——00 —x(l——)
4t
= lim — =

A reta de equacgdo y = 2 é assintota horizontal ao grafico de f quando x - —co.

x%2+42x-3
4—4x

7.3.Em |1, +oo[: f(x) =

(2x+2)(4—4x)—(x2+2x-3)(-4) _
(4—4x)2 B

frx) =

_ 8x—8x%+8-8x+4x2+8x-12 _
- (4—4%)2 -
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_ —4x?+8x—4 _
T (4-4x)2 T
_ —A(x?-2x+1)
T oazx(1-x)2
_ —4(x-1)%

T 16(x-1)2
1

T4

f'(x) <0,Vx € ]1,4+], logo f é decrescente em |1, +[ e ndo admite extremos relativos

neste intervalo.

2x+1  2x+1
xZ2+x+1  2VxZ4+x+1

8.9"(x) =;%7

') =02x+1=0 A 2Vx?+x+1+0 - -
Calculo auxiliar
@x:—% x2+x+1=0®x=—_1i@
2Vx2+x+1>0,Vx € R, logo o sinal de g"" depende o  x=TiE
2
apenas do sinal de x — 2x + 1. equagdo impossivel em R
1
X —0o0 —— +oo
2
Sinal de g"” - 0 +
Sentido das concavidades
. n P.I. U
do graficode g

O grafico de g tem a concavidade voltada para baixo em ]—oo,—%[ e tem a concavidade

voltada para cima em ]—% +oo[; tem um ponto de inflexdo de abcissa —%.

9. Sabe-se que f tem derivada finita em todos os pontos do seu dominio, logo f é continua.
Assim, a representagao grafica (Il) ndo pode ser a representagao grafica da fungéao f.
Sabe-se também que Vx € R™, f'(x) X f"(x) <0, isto €, em R™, f' e f'' tém sinais contrarios,
0 que significa que, em R™, ou f & decrescente e o grafico apresenta a concavidade voltada
para cima ou, em R™, f é crescente e o grafico apresenta a concavidade voltada para baixo.
Assim, a representacao grafica (I) ndo pode ser a representacao grafica da fungao f.
Tem-se que:
xl_i)rl”loo(f(x) +x)=2 @xl_i)rpoo(f(x) +x—-2)=0 @xl_i)rpoo[f(x) —(—x+2)]=0
ou seja, a reta de equagdo y = —x + 2 é assintota obliqua ao gréfico de f quando x — +oo.
Na representacgao grafica (lll) a assintota ao grafico da fungédo tem declive positivo, logo néao

pode corresponder a representacgao grafica da fungao f.
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10. Opgao (C)

x —o0 -2 0 1 V2 +00
2018x - - - 0 + + + + +
(x — 1)2 + + + + + 0 + + +
x% =2 + 0 - - — - — 0 +
x?+3 + + + + + + + + +
Sinal de "' - 0 + 0 — — 0 +
Sentido das
concavidades n P.I. U P.I. n n P.I. U
do grafico de f
11. Seja B a amplitude, em radianos, do dngulo DAC.
ac D
cosf = % < AC = 4cosf
senf = % < h = 2senf y
Afacp) = —4cos[3>2<25er1[3 = 4senfcosf ‘
A C
Ajateral = 3 X 4senfcosf = 12senfcosf = 6sen(2f)
Sabe-se que:
2B + o + 3 = 2m, ou seja:
2B=2m-T-ae2h=""—a
Logo, a area lateral da piramide é igual a:
51
6sen(2p) = 6sen (? — 0() =
0 =

=6 [sen (S?H) cosa — cos (5?”) sena] =

V3 1
=6 — - cosa —sena| =

5
= —3+/3cosa — 3sena  c.q.d. sen (?ﬂ) = —sen (g)
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