Teste de Matematica A

2017 /2018
Teste N.2 2
Matematica A
Duracao do Teste (Caderno 1+ Caderno 2): 90 minutos
12.2 Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.2: Turma:

Este teste € constituido por dois cadernos:

e (Caderno 1 —com recurso a calculadora;

e (Caderno 2 — sem recurso a calculadora.
Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta indelével, azul ou preta.
Nao é permitido o uso de corretor. Em caso de engano, deve riscar de forma inequivoca
aquilo que pretende que nao seja classificado.
Escreva de forma legivel a numeracao dos itens, bem como as respetivas respostas. As
respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas séo classificadas com
zero pontos.
Para cada item, apresente apenas uma resposta. Se escrever mais do que uma resposta a
um mesmo item, apenas é classificada a resposta apresentada em primeiro lugar.
O teste inclui um formulario.

As cotagOes encontram-se no final do enunciado da prova.

Para responder aos itens de escolha multipla, ndo apresente calculos nem justificacées e

escreva, na folha de respostas:

e 0 numero do item;

e aletra que identifica a Unica opgao escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e

todas as justificacdes necessarias.

Quando, para um resultado, nao é pedida a aproximagao, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Comprimento de um arco de circunferéncia

ar (o —amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)

Areas de figuras planas

Diagonal maior xDiagonal menor

Losango: >

Trapézio: Base maior -lz— base menor % Altura

Poligono regular: Semiperimetro X Apétema

Setor circular:

2
ar . . A .
- (a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)

Areas de superficie
Area lateral de um cone: T r g (r — raio da base;
g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4 wr? (r — raio)

Volumes

Piramide: % x Area da base x Altura
Cone: % x Area da base x Altura

Esfera: % mr3(r — raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,,)

Uuqt+un

Progressao aritmética: —tXn
~ L. 1-r"
Progresséo geométrica: u; X —

Trigonometria
sen(a + b) = sena cosb +senb cosa

cos(a + b) = cosa cosb —sena senb

senA senB sen(C

a b c

a?=b?>+c>—2bccosA

Complexos

(pcis @)™ = p™ cis (nB) ou (r eie)n =rnein®
0 2km

Npcis 6 =1fpcis (e+2k") ou Vre® = Wei(n+7)

n

(k € {0,...,n—1}en€N)

AA
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Probabilidades

U= p1X1+. o +pnxn

0= \/pl(xl - u)2+---+pn(xn - IJ-)Z

Se X é N(u, 0), entdo:
Pu—o<X<pu+o)=0,6827
P(u—20< X <pu+20) = 0,9545
P(u—30< X <pu+30)=09973

Regras de derivacao
w+v) =u+7v

(w.v) =v.v+uv

uy  uv—uwv

G) =

W' = n.u"Lu'(n € R)
(senu)' = u'.cosu
(cosu)' = —u'.senu

!

(tgw) = ——
COS“u

(e®) = u'.e*
(@) = v'.a*.Ina (a € R* \ {1})

!

(nu) = —
nu —u

u!

(logau)' = (a€ R\ {1})

u.lna

Limites notaveis

lim (1+%)n=e(nEN)

senx
=1

lim

x—0 X

.oe*—1
lim
x—0 X

=1

. Inx
lim —=o0
x—-+00 X

X

lime—=+oo(p € R)

x—+00 xXP
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CADERNO 1: 45 MINUTOS
E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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1. Considere uma circunferéncia onde foram assinalados 18 pontos e considere também todos os
poligonos convexos que se podem formar com esses pontos (triangulos, quadrilateros,
pentagonos, ...).

Quantos sao esses poligonos?
(A) 262 144 (B) 262143 (C) 262125 (D) 261972

2. O Jodo e a Joana sao irmaos gémeos e fazem parte de uma turma de 28 alunos.

2.1. A turma é constituida por 16 raparigas e 12 rapazes. Pretende-se formar um grupo com seis
elementos da turma para organizar um jantar de Natal. Para tal, a diretora de turma
escolheu aleatoriamente seis elementos, sendo que fez questdo que o grupo tivesse o
mesmo numero de rapazes e de raparigas.

Determine a probabilidade de pelo menos um dos gémeos fazer parte do grupo escolhido
para organizar o jantar.

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

2.2. O Joado esqueceu-se do numero de telefone da irma. Lembra-se apenas que tem nove
algarismos, comeca por 91 e que tem exatamente dois algarismos 7.

Quantos numeros de telefone existem nestas condigbes?

3. Sabe-se que, entre todos os pacientes que apresentam um determinado conjunto de sintomas, a
probabilidade de se desenvolver uma determinada doenca rara € 0,25.
Foi desenvolvido um teste para identificar a presenca desta doenca em pacientes e constatou-se
que:
e 0 teste mostra um resultado positivo em 90% dos pacientes que tém a doenca;

e em cada quatro pacientes com resultado positivo no teste, trés possuem a doenca.

O teste é feito a um determinado paciente que apresenta o conjunto de sintomas.
Determine a probabilidade de o paciente ndo ter a doenga e de o teste mostrar um resultado

negativo.

. . - 25 L
4. Considere o desenvolvimento da expresséo (vx — 1), com x > 0, pelo binémio de Newton.
Escolheram-se aleatoriamente trés das parcelas e determinou-se o seu produto.

Qual é a probabilidade de esse produto ser positivo?

(A) = (B); (C) oo (D)

100 100
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5. De uma caixa com 12 bolas, numeradas de 1 a 12, indistinguiveis ao tato, extrairam-se,

y

sucessivamente e ao acaso, trés bolas, sem reposicao e registaram-se os numeros das bolas

saidas.

Sejam A e B os acontecimentos seguintes:

A: “os numeros registados nas trés extracées saem por ordem crescente de numeragao.”

B:

“0 produto dos numeros registados € impar.”

Elabore uma composi¢cdo, na qual indique o valor de P(A|B), sem aplicar a férmula da

probabilidade condicionada.

Na sua resposta deve:

explicar o significado de P(A|B) no contexto da situacao descrita;
fazer referéncia a regra de Laplace;

explicar o numero de casos possiveis;

explicar o numero de casos favoraveis;

apresentar o valor de P(A|B) na forma de fragao irredutivel.

FIM DO CADERNO 1

COTACOES (Caderno 1)

Item

Cotacao (em pontos)
1. 2.1. 2.2 3. 4. 5.
8 20 20 25 8 20 101
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CADERNO 2: 45 MINUTOS
NAO E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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6. De uma determinada linha do triangulo de Pascal, sabe-se que o maior elemento é "C,45-
Qual é o valor da soma de todos os elementos dessa linha?
(A) 24034 (B) 24032 (C) 22018 (D) 22017

7. Sejam E um conjunto finito, ndo vazio, P uma probabilidade no conjunto P(E) e sejam A e B
dois acontecimentos em E tais que P(A) # 0 e P(B) # 0.
Prove que:
P(A) x P(B) x [P(A|B) + P(B|A)] = (1 — P(AU B)) x (P(A) + P(B))

n n

. ~ .. 4
8. Considere a sucesséo (u,) definida por u, = T

e uma sucessao (v,), convergente, da
qual se sabe que a partir de certa ordem v,, — u,, < 0.
Qual dos seguintes valores pode ser o de limv,,?

(A) +oo (B) 4 (C) 2 (D) 0

9. A turma 12 X, com 20 alunos, vai tirar uma fotografia com os seus cinco professores.
Colocando-se aleatoriamente uns ao lado dos outros, em fila, qual € a probabilidade de os

alunos ficarem todos juntos na fotografia?
20!x5! 20!x6! 20!x5!x6! 20!x5!x2

(A) 25! (B) =5, ©) —%— 0B) =5

10. Utilize o teorema das sucessdes enquadradas para calcular o limite da sucesséo de termo geral

w. = n+cos(nm)
n n2+1

11. Mostre, por indugdo matematica, que, para todo o nimero natural, se tem ¥7_, ¢, ="*'c, .

FIM DO CADERNO 2

COTACOES (Caderno 2)

ltem

Cotacao (em pontos)
6. 7. 8. 9. 10. 11.
8 25 8 8 25 25 929
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TESTE N.2 2 — Proposta de resolucao

Caderno 1

1.

Opcao (D)
18(:3 + 18(:4 + 18C5 4ot 18C18 — 218 _ 1860 _ 18C1 _ 18C2 —

=262144—-1-18—-153 =

= 261972

2.1. Namero de casos possiveis:

6c, x 2¢; =123200

Numero de casos favoraveis:

NUmero de casos com o Jodo, mas sem a Joana = ¢; x ¢, x1°C; =25025
Numero de casos com a Joana, mas sem o Jodo = !¢, x°C, x'¢; =17325
NUmero de casos com a Joana e com o Jodo = %C, x **cC, x ¢, = 5775

Assim:

NuUmero de casos favoraveis = 25 025 + 17 325 + 5775 = 48 125

48125 _ 25
123200 64

O valor da probabilidade pedida é

Existem 7C, maneiras diferentes de escolher duas posicdes de entre sete, para colocar o
algarismo 7.

Para cada uma destas maneiras, existem 9° maneiras de escolher ordenadamente e com
repeticdo cinco algarismos de entre os algarismos do conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9}.

Assim, o nimero de nimeros de telefone nestas condicdes é 7C, x 95 = 1240 029.

3. Consideremos os seguintes acontecimentos:

y

o P(B|A) =

e P(A|B) =

A: “ter a doenca rara”
B: “o teste mostrar um resultado positivo”

Sabemos que:

« PA)=7

9
0

Blw =
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Como P(B|A) = 19—0 entao:

P(BN4) _ 9 =21 -2
") _10<:>P(AnB)—10><4<:>P(AnB)—40

Como P(A|B) = % entao:

PUNE) 30 3, bp
P(B) 4 40 4

9
S P(B) =2
p
— 36
< P(B) = >
3
Organizando os dados na tabela abaixo, obtém-se:
B B Total
A 9 1 1
40 40 4
1 27 3
40 4
Total 3 7 1
10 10
_ 1 9 1
P(B nA) =1 10" 10
PANE) = — -~ =2/
10 40 40

A probabilidade de o paciente ndo ter a doenca e de o teste mostrar um resultado negativo é igual a

27
40"

4. Opcao (B)

y

O desenvolvimento de (vx—1)*° tem 26 termos e, como Vx>0 e —1<0, 0s termos s&o

alternadamente positivos e negativos. Assim, destas 26 parcelas, tem-se que 13 sao positivas e 13
sao negativas.

Escolhendo aleatoriamente trés das parcelas e efetuando o seu produto, tem-se que:

e 0 nimero de casos possiveis é 2°C; ;

e 0 ndmero de casos favoraveis é 3C; + 3¢, x 3¢, (ja que o produto é positivo se trés das
parcelas forem positivas ou se duas das parcelas forem negativas e uma for positiva).
Logo, a probabilidade pedida é:
By +%C, x B¢, 1300 1

26, 2600 2

A
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5. P(A|B) representa a probabilidade de os nimeros registados nas trés extragdes sairem por ordem
crescente de numeracao, sabendo que o produto dos numeros registados é impar.
Ora, admitido que o produto dos numeros registados é impar, entdo significa que sairam trés
ndmeros impares. Assim, ®4; é o nimero de casos possiveis, isto é, 0 nimero de sequéncias de
trés elementos distintos escolhidos de entre os seis nUmeros impares.
De entre estes casos possiveis, apenas existem °C; casos favoraveis, isto é, °C; é o nimero de
subconjuntos de trés elementos escolhidos de entre os seis niUmeros impares, ja que se pretende
que os numeros registados tenham saido por ordem crescente.
A probabilidade de um acontecimento é dada, de acordo com a regra de Laplace, pelo quociente
entre o numero de casos favoraveis a esse acontecimento e o nimero de caso possiveis, quando
estes sao todos equiprovaveis e em numero finito.

°c; 11

Assim, P(A|B) = Tl

Caderno 2
6. Opcao (A)
Se "C,017 € 0 maior elemento de uma determinada linha, entdo n = 2 x 2017 = 4034.

A soma de todos os elementos dessa linha é igual a 24934,

7. P(4) x P(B) x (P(A|B) + P(B|4)) = P(A) x P(B) x (M +M) =

P(B) P(A)
P(A)XP(B)XP(ANB) P(A)XP(B)XP(BNA)
= + =
P(B) P(A)

=P(A)XxP(ANB)+P(B)xP(ANB) =
=P(ANB) x (P(A) + P(B)) =

= (1-P(ANB)) x (P(A) + P(B)) =
=(1-P(AUB)) x (P(4) + P(B))

8. Opcao (D)

n n
4”><(1—2—n) 1- (2 1-0
—— =lim @ _10 =1

4nx(1+:—2) 1+ (%)n 140

lim u, = lim

Sendo (u,) e (v,) sucessdes convergentes e, como a partir de certa ordem, v,, —u, < 0, isto &,

v, < u,, tem-se que lim v,, < lim u,, ou seja, lim v,, < 1.

Das opcdes apresentadas, apenas 0 < 1.
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9. Opcao (B)
25! & o niUmero de casos possiveis.
Pretendemos que os alunos fiqguem todos juntos; entdo, consideremos um bloco para os alunos e
cinco blocos para os cinco professores:
A P P

_P3 _Py _Ps
20! é o niumero de maneiras de os alunos trocarem de posigao entre si e, por cada uma destas

maneiras, existem 6! maneiras distintas de os seis blocos trocarem entre si.

20!x6!
25! °

Assim, a probabilidade pedida é igual a

10. Tem-se que:
—1<cos(nm) <1,VneEN

on—1<n+cos(nm) <n+1,vneN

- 1
:2 ]S Un = %,Vn EN
oot g ) 1
lim —— lim n2(1+%) = lim n( +n12) =
T +o(140)
— 1 —
= —=
=0
. n+l . n( +l) T 1+
lim—— = lim 2 lz) = lim n(1+:1—2) =
140
+oo(140)
— 1 —
= —=
=0

Logo, pelo teorema das sucessdes enquadradas, conclui-se que lim u,, = 0.

1. P(n): 3%, k¢, ="¢,

(i) P(1) é verdadeira:

Yi, k¢, = %, © ¢, = *C, ©1=1,0que é verdade.

(ii) vn € N,P(n) = P(n + 1) é verdadeira.
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P(n):¥7_, *c, ="'c, (hipétese de indugao)
P(n+1):Y¥%1 k¢, ="*2¢, (tese de indugao)

e k¢, = Yh=1 ke, + ™y

— n+1C2 + n+1C1
hipétese de indugio

_ TL+ZC
- 2

Por (i) e (i), pelo Principio de Inducdo Matematica, provamos que Vn € N, Y2_, k¢, ="™"'¢, é

uma proposicao verdadeira.
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