Teste de Matematica A

2019 /2020
Teste N.° 1
Matematica A
Duragao do Teste (Caderno 1+ Caderno 2): 90 minutos
12.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.% Turma:

Este teste é constituido por dois cadernos:

e Caderno 1 — com recurso a calculadora;

e Caderno 2 — sem recurso a calculadora.
Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta indelével, azul ou preta.
Nao é permitido o uso de corretor. Em caso de engano, deve riscar de forma inequivoca
aquilo que pretende que nao seja classificado.
Escreva de forma legivel a numeragéo dos itens, bem como as respetivas respostas. As
respostas ilegiveis ou que nao possam ser claramente identificadas sao classificadas com
zero pontos.
Para cada item, apresente apenas uma resposta. Se escrever mais do que uma resposta a
um mesmo item, apenas € classificada a resposta apresentada em primeiro lugar.
O teste inclui um formulario.

As cotagdes encontram-se no final do enunciado da prova.

Para responder aos itens de escolha multipla, ndo apresente calculos nem justificacées e

escreva, na folha de respostas:

e 0O numero do item;

e aletra que identifica a unica opgao escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e

todas as justificacbes necessarias.

Quando, para um resultado, ndo € pedida a aproximacao, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Comprimento de um arco de circunferéncia Probabilidades

ar (o —amplitude,em radianos,do angulo ao centro; r —raio) U= D1X1+ ...+ PnXn

o= VPl — W2+ pa(an — )2
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um setor circular: Se X é N(p,0), entdo:
0‘TTZ(O( — amplitude, em radianos, do angulo ao centro;r — raio) P(p—o< X< p+ o) = 06827
P(h—20< X < pu+ 20) = 0,9545
Area lateral de um cone: i r g (r — raio dabase; P(L=30 < X < n+ 30) ~0,9973
g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4 mr? (r — raio) Regras de derivagao

(u+v)' = u+ v

s 1 uv) = u.v+ uv
Volume de uma piramide: 3 X Areadabase x Altura (w.v)

1 ’
Volume de um cone: 3 X Areadabase x Altura

4 . nyr _ n-1 !
Volume de uma esfera: - mr*(r —raio) (u n.utu'(n € R)
senu)’ = u'.cosu
( )I r
o (cosu)' = —u'.senu
Progressdes
L N u'
Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u tgu)’ =
n g >
COSs“u
~ . e, UrtUn
Progressao aritmética: — o xn (e¥)' = u'.et

n

Progressao geométrica: u, x 11__rr (a*)'= u'.a*.Ina(a € R* \{1})
u!
(Inu)' = m
Trigonometria ,
sen(a + b) = sena cosh + senb cosa (logau)' = u.Ina(a € R* \{1})
cos(a + b) = cosa cosbh —sena senb
senA senB sen(C Limites notaveis
a b ¢ n
. 1
a?=Db%+c2—2bccosd ||m(1+;) =e(nEN)
. senx
Complexos lim =1
x-0 X
(pcis®)™ = p"cis(nb) ou (reie)n = 1" ein® ' eX — 1 1
m =
n - _n . (0+2km n g _n l(%#) x—0 X
pcis O = \/ECIS( - )ou Vre® = "re o nx .
(k € {O,...,n—1}enEN) x40 X
X
lim —= +0(p € R)
xX—>+00 X
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CADERNO 1: 45 MINUTOS

E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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1.

3.

B

Um baralho de cartas completo é constituido por 52 cartas, repartidas por quatro naipes
(espadas, copas, ouros e paus).
Em cada naipe ha 13 cartas: um as, trés figuras (rei, dama e valete) e mais nove cartas (do dois

ao dez).

1.1. Utilizando apenas as doze figuras, quantas sequéncias de 12 cartas, com as figuras do

mesmo naipe todas juntas, é possivel construir?

1.2. Retirando ao acaso, simultaneamente, cinco cartas de um baralho completo, de quantas

maneiras é possivel obter pelo menos dois ases?

1.3. Considere apenas as nove cartas, do dois ao dez, do naipe de ouros.
Retiram-se, simultaneamente e ao acaso, seis dessas cartas.
Determine a probabilidade de o menor dos numeros saidos ser 3 e o maior ser 9.

Apresente o resultado sob a forma de frac&o irredutivel.

. Considere todos os numeros naturais de sete algarismos que se podem escrever utilizando um

algarismo 0, dois algarismos 4, trés algarismos 5 e um algarismo 7.

Determine quantos destes numeros sao pares.

A soma dos trés ultimos elementos de uma linha do tridngulo de Pascal € 191.

O terceiro elemento da linha seguinte é:

(A) 189 (B) 190 (C) 191 (D) 192

Considere o desenvolvimento de (2 — kx)>, com k € R.

Sabendo que o coeficiente do termo em x3 é igual a —1080, determine o valor da constante k.
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5. Seja Q o espaco de resultados associado a uma certa experiéncia aleatéria. Sejam A e B dois

acontecimentos equiprovaveis e independentes.
Sabe-se que P(ANB) + P(AUB) = Z )
Qual é o valor de P(B)?

(A)5 (B); ()5 (D)2

FIM DO CADERNO 1

COTAGOES (Caderno 1)

Item

Cotacao (em pontos)
1.1. 1.2. 1.3. 2. 3. 4, 5.
15 15 15 15 8 20 8 96
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CADERNO 2: 45 MINUTOS
NAO E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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. Considere n pontos pertencentes a uma circunferéncia (n > 3).

O numero de poligonos convexos que podem ser definidos por esses pontos é dado por:

2-n

2

(A) 2" (B) 2" — 1 (C)2" —1—n (D)2" —1—n-"

. Pretende-se pintar um painel publicitario com n listas verticais coloridas, utilizando-se para o

efeito p cores. Sabendo que listas consecutivas ndo podem ter a mesma cor, de quantas
maneiras diferentes se pode pintar o painel para todos os casos possiveis de n e p?
(A) (n—1)P7t B)px (p—1)""1 (C) "4 (D) A",

. Considere o seguinte problema:

O departamento de Matematica de uma determinada escola tem quinze professores e pretende
formar uma comissdo de quatro professores para representar a escola num congresso
internacional. O Anténio e a Susana, que sdo casados, combinaram que ndo fariam parte da
comissdo juntos. Quantas sdo as comissbes diferentes que se podem constituir nestas
condigbes?

¢, —1B¢c, e 13¢,+ 2x 3¢, sdo duas respostas corretas.

Numa pequena composi¢ao, explique o raciocinio que conduziu a cada uma das respostas.

. Determine o valor natural n que satisfaz a igualdade:

(n+1)!l—
(n-1)!

&~ 2019 "C,_,

10. O Pedro, o Salvador e o Tiago juntaram-se com alguns amigos num convivio. Se n for o

B

numero de pessoas no convivio (n > 3), de quantas maneiras se podem dispor lado a lado em

linha reta os n amigos, se os trés amigos, Pedro, Salvador e Tiago, n&o ficarem em lugares

consecutivos?

(A) 3!'x (n—3)! (B)3x (n—2)!

(C) (n—3)! x (n®—3n?—4n) (D) (n—2)!x (n?—n—6)
AA
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11.

12.

3

Sejam E um conjunto finito, ndo vazio, e P uma probabilidade no conjunto P(E). Sejam A e B
dois acontecimentos em E tais que P(B) # 0.

Prove que:

P(A)—P(AUE ) - P(B) x |1 —P((Z u§)|B)]= 0

Na turma do Jodo, alguns alunos pretendem candidatar-se ao curso de Matematica Aplicada.

Relativamente a essa turma, constatou-se que:

e O numero de rapazes € o dobro do numero de alunos que pretende candidatar-se ao curso de
Matematica Aplicada;

e dois tergcos dos alunos que pretendem candidatar-se ao curso de Matematica Aplicada sao
rapazes;

e cinco em cada seis alunas n&o pretendem seguir o curso de Matematica Aplicada.

Escolhe-se, ao acaso, um aluno da turma.
Determine a probabilidade de esse aluno pretender candidatar-se ao curso de Matematica
Aplicada.

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

FIM DO CADERNO 2

COTAGOES (Caderno 2)

Item

Cotacao (em pontos)
6. 7. 8. 9. 10. 11. | 12.
8 20 20 8 20 | 20 104

A
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TESTE N.° 1 — Proposta de resolugao

Caderno 1

3! x 3l x 3! x 3! x 41=31104

3! é o numero de maneiras distintas de as trés figuras do naipe de copas permutarem entre si;

3! € o numero de maneiras distintas de as trés figuras do naipe de paus permutarem entre si;

3! é o numero de maneiras distintas de as trés figuras do naipe de espadas permutarem entre si;

3! é o numero de maneiras distintas de as trés figuras do naipe de ouros permutarem entre si;
e 41 é 0 numero de maneiras distintas de os quatro blocos (copas, paus, espadas e ouros)

permutarem entre si.

1.2. 4C2 X 48C3 + 4C3 X 48C2 + 4C4 X 48C1 = 108 336

~——————
retirar exatamente retirar exatamente retirar exatamente
2 ases 3 ases 4 ases

1.3. Numero de casos possiveis: °C

Numero de casos favoraveis: l x l x 5c,
escolhera escolhera  ngmero de maneiras de escolher 4 cartas
cartacom "3 cartacom "9 de entre as 5 cartas como 4,5,6,7 € 8
. - g 5c, 5
Assim, a probabilidade pedida ¢ igual a e
6

2. Pretendemos determinar todos os numeros naturais pares de sete algarismos que se podem
escrever utilizando um algarismo 0, dois algarismos 4, trés algarismos 5 e um algarismo 7.

Existem dois casos mutuamente exclusivos: ou terminam em 0 ou terminam em 4.

0 ou 4

6C2 X 4C3 + 5)(5)( 463 = 160

e No caso de o nimero terminar em 0, existem °C, maneiras distintas de escolher as posicdes dos

dois algarismos 4 e, por cada uma destas maneiras, existem *C; maneiras distintas de escolher
as posigdes dos trés algarismos 5. Para cada uma destas maneiras, sé existe uma posicao para
colocar o algarismo 7.

¢ No caso de o numero terminar em 4, existem cinco maneiras distintas de escolher a posi¢do do 0
(ndo pode ocupar a posicao da unidade do milh&do) e, por cada uma destas maneiras, existem

cinco maneiras distintas de escolher a posi¢cdo do algarismo 4 restante. Para cada uma destas
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maneiras, existem *C; maneiras distintas de escolher as posicdes dos trés algarismos 5. Feito

isto, o algarismo 7 s6 tem uma maneira de ser colocado.

3. Opc¢ao (B)
Sabemos que os trés ultimos elementos de qualquer linha do tridngulo de Pascal sao iguais aos trés

primeiros elementos dessa mesma linha.

Assim:
1+ "C, + "C, =191
Logo:
"c, + "C, =190
Ou seja:

ntlc. 190

Isto é, o terceiro elemento da linha seguinte é 190.

4. O termo geral do desenvolvimento de (2 — kx)>,com k € R é:
5C, 25P x (—kx)P = 5C, 257P x (—=1)P x kP x xP
O coeficiente de x3 é:
5C; 22 x (=1)3x k3
Logo, vem que:

°C; x4x (-1)x k3= -1080 2 k® =27 k=3

5. Opcao (A)
Sabemos que P(A) = P(B) e que P(ANB) = P(A) x P(B). Assim:
P(AnB)+ P(AUB) = g(:)P(A) —P(AnB)+ P(ANB) = g

& P(A)—P(ANB)+1—P(ANB) =

© | ©

1

& P(4) —2P(ANB) = &

& P(A) —2(P(4))" = 1

& —16(P(4))" + 8P(4) —1=0
o P(A) _ —8%./64—4x(-16)x(—1)

-32
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Caderno 2

6. Opcao (D)
O numero de poligonos convexos € dado pelo niumero de subconjuntos com mais do que dois
elementos escolhidos de entre os n pontos.
Se ao numero total de subconjuntos do conjunto dos n pontos retirarmos o conjunto vazio, o
numero dos subconjuntos com um s6 elemento e o numero dos subconjuntos com dois elementos,

ficamos com o numero pretendido:

on—{-n-"C, =2 —1-n-——— =

7. Opcao (B)

px (p=Nx(p=1)x ... x(p=1)=px (p—1)""1

n listas

Para a primeira lista, existem p cores disponiveis e, portanto, p maneiras de a colorir. Por cada uma
destas maneiras, existem (p — 1) maneiras de pintar a segunda lista, uma vez que a cor utilizada
anteriormente ndo pode ser agora usada para pintar a segunda lista.

Por cada uma destas formas, existem também (p — 1) maneiras de pintar a terceira lista, ja que so6
nao pode ser utilizada a que foi usada para pintar a lista imediatamente anterior, e assim

sucessivamente até perfazer as listas restantes.

8. Por um lado, °c, —13C, é uma resposta correta ao problema, pois '°C, é o numero de
comissdes que se podem formar escolhendo 4 dos 15 professores sem qualquer restricdo. Se a
este numero total de possibilidades retirarmos o nimero de comissdes em que ambos o0s elementos
do casal estdo presentes (o que pode ser feito de 13C, maneiras diferentes, ja que o Anténio e a
Susana fazem parte e basta escolher 2 dos restantes 13 professores para completar a comissao),
obtemos entdo o niumero de comissées em que o Antonio e a Susana nao se encontram juntos.

Por outro lado, 3C, +2x 3C; é também uma resposta correta ao problema, uma vez que
existem duas possibilidades mutuamente exclusivas de formar uma comissao de 4 professores sem
o Anténio e a Susana juntos: ou o Anténio e a Susana ndo pertencem ambos a comissao ou
pertence apenas um deles a comissao.

No primeiro caso, existem *3C, maneiras de formar a comiss&o, ja que corresponde ao nimero de

maneiras de escolher 4 dos 13 professores, donde se excluiram os elementos do casal.
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No segundo caso, existem 2 maneiras de escolher apenas um dos dois elementos do casal, sendo
que, para cada uma destas maneiras, existem 3C, formas de escolher os restantes trés elementos
de entre os 13 professores, de onde se excluiram o Anténio e a Susana, havendo, entdo, 2 x 3¢,

comissdes em que apenas esta presente um elemento do casal.

(n+1)!- (n+1)!-

n
9. (n_l) = 2019x "C,_y & T2 2019 x "
(n+1)xnx(n—1)!-nx (n-1)!
— = 2019x n
o =D+ =1) _ 5nqgy,
(n-1)!

onxn=2019n

on=2019 (n=+0)

10. Opgao (D)
n! & o niUmero de maneiras de dispor lado a lado, em linha reta, n amigos, sem restri¢coes;
Existem 3! maneiras diferentes de dispor o Pedro, o Salvador e o Tiago, dados trés lugares
consecutivos. Existem n — 2 escolhas possiveis de trés lugares consecutivos. Finalmente, ocupados
esses trés lugares consecutivos, ha (n — 3)! formas de dispor as restantes pessoas nos lugares que
sobram.
Portanto, 3!/(n—2)(n—3)! = 3!(n—2)! € o numero de maneiras de dispor lado a lado, em linha, os
n amigos, com o Pedro, o Salvador e o Tiago em lugares consecutivos.
O numero pedido é, entao, dado por:
nl—3l(n-2)l=nn-1)(n—-2)!—-6(n—-2)! =
= (n—2)!(n*>—n—6)

1. p(AT) - p(M) —P(B)x [1=P((4UB)B)]| =

=1-P(A) —P(AUB) - P(B) x [1 =P((ANB)|B)] =
=1—P(AUB)—P(A)—P(B)[1—W]=

P(AUB) —P(A) —P(B) + P(ANB) =
P(AUB) —(P(A) + P(B) —P(ANB)) =
P(AUB) —P(AUB) =

=0
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12. Consideremos os seguintes acontecimentos:

v

A: “ser rapaz”

B: “pretender candidatar-se ao curso de Matematica Aplicada

Sabemos que:

e P(4) = 2P(B)
* P(AB) ==

=\ 5
o P(BIA)=2
Entao:

2 P(ANB) 2 2
P(AIB) = 2o B0 = 2 P(ANB) = 2P(B)
_— 5 P(BNA) 5 1-P(AUB)
PEI) == —p@ ~ 6 T-2p(B)
PN 1-P(A)—P(B)+P(ANB)

)

1-2P(B)

& 6—14P(B) = 5— 10P(B)

& 1= 4P(B)
S P(B) =

e

A probabilidade de um aluno escolhido ao acaso pretender candidatar-se ao curso de Matematica

Aplicada ¢ <.
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