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Tema Funções Trigonométricas 

Conteúdos Limites, Continuidade, Teorema de Bolzano, Assíntotas, 1ª derivada, 2ª derivada 

Ficha de Trabalho 

Ex 01.  

Seja 𝑓 a função, de domínio [−2𝜋, 𝜋], definida por 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥. 

1.1. Na figura seguinte, estão representados:    

 O gráfico da função  𝑓;    

 Duas retas, 𝑟 e 𝑠,  tangentes ao gráfico de  𝑓,  nos pontos de abcissas 𝑘 e 
𝜋

4
, respetivamente. 

 

Sabendo que as retas  𝑟 e 𝑠,  são paralelas, determina o valor de 𝑘 .  

1.2. Considera a função ℎ, de domínio [−2𝜋, 𝜋]\{0}, definida por ℎ(𝑥) =
𝑓′(𝑥)

𝑥
 . Estuda a função ℎ  quanto à 

existência de assíntotas do seu gráfico. 

 

Ex 02. 

Seja  𝑔  uma função, de domínio ℝ ,  definida por: 𝑔(𝑥) =
𝑠𝑖𝑛𝑥

2+𝑐𝑜𝑠𝑥
 

2.1. Mostra que  𝑔  é uma função ímpar e  com período 2𝜋. 

2.2. Mostra que  𝑔 admite um objeto em ]0,
𝜋

3
[ cuja imagem é 

1

5
. 

2.3. Sem recorrer à calculadora, escreve uma equação da reta tangente ao gráfico de 𝑔  em 𝑥 =
𝜋

2
. 

2.4. Considera 𝑓 a restrição de 𝑔  a [0, 2𝜋] . 

 2.4.1. Estuda a monotonia de 𝑓 e a existência de extremos relativos de 𝑓. 

 2.4.2. Estuda a função 𝑓  quanto às concavidades do seu gráfico. 

 

Ex 03. 

De uma função ℎ de domínio ]0, 2𝜋[, sabe-se que ℎ′ tem domínio ]0, 2𝜋[ e é definida por: 

ℎ′(𝑥) = 2𝑠𝑖𝑛(2𝑥) − 4𝑐𝑜𝑠𝑥 

3.1. Utilizando métodos exclusivamente analíticos, resolve as duas alíneas seguintes. 

 3.1.1. Determina: lim
𝑥→𝜋

ℎ(𝑥)−ℎ(𝜋)

𝜋−𝑥
. 
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 3.1.2.  Estuda ℎ quanto ao sentido das concavidades do seu gráfico e quanto à existência de pontos

 de inflexão. 

3.2. O gráfico de ℎ contém dois pontos onde a reta tangente é paralela à bissetriz dos quadrantes

 ímpares. Recorrendo à calculadora gráfica, determina valores arredondados às décimas para a

 abcissa desses pontos.     

Apresenta o(s) gráfico(s)  visualizado(s), assim como os pontos considerados relevantes. 

 

Ex 04. 

Numa circunferência de raio 1, inscreve-se um hexágono [𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹]   de 

modo que 𝐴𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  e 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ . 

Tem-se ainda que 𝛼 é a amplitude, em radianos, do ângulo entre 𝑂𝐷 e  o 

diâmetro da circunferência que é paralelo a 𝐴𝐶. 

 4.1. Mostra que a área do hexágono é dada em função de 𝛼 por:  

𝐴(𝛼) = 𝑠𝑖𝑛(2𝛼) + 2𝑐𝑜𝑠𝛼, 𝛼 ∈ ]0,
𝜋

2
[. 

4.2. Determina o valor de 𝛼 para o qual a área do hexágono é máxima. 

 

Ex 05. 

Considera a função 𝑓, de domínio ]−𝜋, 𝜋[, definida por:  𝑓(𝑥) =
cos 𝑥

1+cos 𝑥
. 

Sem recorrer à calculadora, resolve as duas alíneas seguintes. 

5.1. Estuda a função quanto à existência de assíntotas ao seu gráfico. 

5.2. Mostra que a função 𝑓 tem um máximo e determina-o. 

 

Ex 06. 

Considera a função 𝑓, de domínio ℝ+, definida por:  𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑥
). 

Utiliza métodos exclusivamente analíticos para resolver as questões seguintes: 

6.1. Estuda a função 𝑓 quanto à existência de assíntotas não verticais ao seu gráfico. 

6.2. Determina o declive da reta tangente ao gráfico de 𝑓 no ponto de abcissa 2. 

6.3. Justifica que o gráfico de 𝑓 tem pelo menos um ponto de inflexão no intervalo [2, 3]. 
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Ex 07. 

Na figura está representada uma semicircunferência de centro 𝑂 , raio 5 e diâmetro [𝐴𝐶], e uma reta 𝐴𝐵 

tangente a esta no ponto 𝐴. 

 

Seja 𝑃 um ponto móvel pertencente à semicircunferência, 𝐵 a sua projeção ortogonal sobre a reta 𝐴𝐵 e 𝛼 a 

amplitude do ângulo 𝐴𝑂𝑃 (𝛼 ∈ [0, 𝜋]). 

7.1. Prova que a área do trapézio [𝑂𝐴𝐵𝑃] é dada, em função de  𝛼, por: 𝐴(𝛼) = 25𝑠𝑖𝑛𝛼 −
25

4
𝑠𝑖𝑛(2𝛼). 

7.2. Calcula 𝐴 (
𝜋

2
) e interpreta geometricamente o resultado obtido. 

7.3. Utilizando apenas processos analíticos, determina os valores de 𝛼 para os quais 𝐴′(𝛼) =
25

2
. 

 

Ex 08. 

Seja 𝑓 a função de domínio ]−∞, 𝜋[ definida analiticamente por: 

𝑓(𝑥) = {

𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) + 𝑝 𝑠𝑒 𝑥 ≤ 0

𝑥 + 𝑠𝑖𝑛(3𝑥)

𝑥
0 < 𝑥 < 𝜋

 

8.1. Determina o valor de 𝑝, recorrendo a métodos exclusivamente analíticos, de modo que 𝑓 seja contínua 

em 𝑥 = 0. 

8.2. Calcula o declive da reta tangente ao gráfico de 𝑓 no ponto de abcissa  
𝜋

2
. 

8.3. Na figura seguinte, está representada graficamente a função ℎ, 

restrição de 𝑓 ao intervalo ]0, 𝜋[. Sabe-se que ℎ(𝑎) e ℎ(𝑏) são o 

mínimo relativo e máximo relativo de ℎ, respetivamente. Com o 

auxílio da calculadora gráfica, determina valores aproximados às 

décimas de 𝑎 e de 𝑏. Explica como procedeste, apresentando o 

gráfico, ou gráficos, em que te baseaste para dar a tua resposta, 

assim como as coordenadas dos pontos considerados relevantes. 
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Ex 09. 

Na figura está representado o gráfico da função 𝑓, de domínio 

[0, 2𝜋], definida por:  𝑓(𝑥) = 𝑥 + 2𝑐𝑜𝑠𝑥. 𝐴 e 𝐵 são pontos do 

gráfico cujas ordenadas são extremos relativos de 𝑓.  

9.1. Sem recorrer à calculadora, resolve as duas questões 

seguintes: 

 9.1.1. Mostra que a ordenada do ponto 𝐴 é 
𝜋+6√3

6
 e que a 

do ponto 𝐵 é 
5𝜋−6√3

6
. 

 9.1.2. Qual é o contradomínio de 𝑓? 

9.2. Considera a reta tangente ao gráfico de 𝑓 no ponto 𝐴. Esta reta interseta o gráfico num outro ponto, 𝐶. 

Recorrendo à calculadora, determina um valor aproximado para a abcissa do ponto 𝐶 (apresenta o resultado 

arredondado às décimas). Explica como procedeste (na tua explicação deves incluir o gráfico ou gráficos, que 

consideraste para resolver a questão). 

 

Ex 10. 

Considera a função 𝑓, real de variável real, definida analiticamente por: 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 

10.1. Utiliza processos exclusivamente analíticos para responder às questões seguintes: 

 10.1.1. Determina uma expressão geral das soluções da equação 𝑓(𝑥) = −
√6

2
. 

 10.1.2. Depois de reduzir o intervalo de estudo, sempre que possível, por argumentos de paridade e 

periodicidade, estuda os intervalos de monotonia de 𝑓. 

10.2. Determina uma expressão geral dos zeros de 𝑓. 

10.3. Existem dois pontos 𝐴 e 𝐵 de abcissas pertencentes ao intervalo [0, 2𝜋], tais que a reta tangente ao 

gráfico de 𝑓 nesses pontos é paralela à reta de equação 𝑦 =
𝑥

2
. Utiliza a calculadora para determinar as 

abcissas de  𝐴 e de 𝐵 arredondadas às centésimas. Explica como procedeste (na tua explicação deves incluir o 

gráfico, ou gráficos, que consideraste para resolveres esta questão). 

 

Ex 11. 

Considera a função 𝑔, de domínio ]−𝜋, 𝜋[, definida por : 𝑔(𝑥) =
𝑥

2
− 𝑐𝑜𝑠𝑥. Sem usar a calculadora, resolve as 

três alíneas seguintes: 

11.1. Utilizando a definição de derivada de uma função num ponto, mostra que 𝑔′(0) =
1

2
 e determina a 

equação reduzida da reta tangente ao gráfico de 𝑔 em 𝑥 = 0. 

11.2. Estuda a função 𝑔 quanto à existência de extremos relativos. 
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11.3. Estuda a função 𝑔 quanto ao sentido das concavidades do seu gráfico e quanto à existência de pontos 

de inflexão. 

 

Ex 12. 

Resolve, em [0, 2𝜋] , a seguinte equação: 
√2

2
(cos 𝑥 − sin 𝑥) = 1 

 

Ex 13.  

De uma função real de variável real 𝑓 , de domínio ℝ\{ 0 } , conhece-se uma expressão da respetiva derivada 

de segunda ordem:  𝑓″(𝑥) =
2−𝑥3 sin(𝑥)

𝑥3   

13.1. Mostra, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que o gráfico da função 𝑓 tem, pelo menos, um 

ponto de inflexão de abcissa pertencente ao intervalo ]
6

5
,

7

5
[ . 

13.2. Obtém, recorrendo à calculadora gráfica, um valor aproximado as centésimas da abcissa de um ponto 

nas condições descritas na alínea anterior. Mostra que o erro de aproximação é inferior a 0,01 . 

 

Ex 14.  

Na figura seguinte está representada a circunferência de raio 2 e centro na origem 

do referencial ortonormado 𝑂𝑥𝑦 , os triângulos retângulos [𝑂𝐴𝐵] e [𝑂𝐴′𝐵′] , 

simétricos relativamente ao eixo 𝑂𝑦 , em que 𝐴 pertence ao eixo das abcissas, 𝐵 

pertence à circunferência e 𝛼 = 𝐴𝑂̂𝐵 , com 𝛼 ∈  ]0,
𝜋

2
[. 

14.1. Mostra que a área, 𝑆 , da região sombreada na figura é dada, em função de 

𝛼 , por: 

𝑆(𝛼) = 2 sin(2𝛼) 

14.2. Calcula o valor da área da região sombreada quando tan 𝛼 =
3

2
 . 

14.3. Calcula a área máxima da região sombreada que se pode obter quando 𝛼 varia no intervalo ]0,
𝜋

2
[. 

 

Ex 15.  

Na figura seguinte está representada parte do gráfico da 

função definida por 

𝑔(𝑥) = tan(𝑥2). 

15.1. Determina o domínio  da função 𝑔 . 

15.2. Mostra que, tal como a figura sugere, a função 𝑔 

atinge um mínimo relativo na origem do referencial. 
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(Exercícios retirados dos recursos Dimensões 12 e Novo Ípsilon 12) 
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