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CADERNO 1

1.1.

O angulo VAC ¢ formado pelos vetores AC e AV .

As coordenadas dos pontos A, C e V sd@o, respetivamente, A( 2, 1,0); C(O,—1,2) e

(3 -12).
AC - AV
Sendo o a amplitude do dngulo VAC , temos cosax = ——— —— pelo que:
el ][]

AC - AV =-2+4+4=6;

‘TCH =Ja+a+4a =12 =23 ; ‘A—VH=\/1+4+4 =J9 =3.

6 1 3 3
Assim, coso = = = ,e como arccos| — |=55° a amplitude do angulo VAC ¢
AERNERNE 3

aproximadamente 55° (0 c.d.).

1.2.

Determinamos a equag@o do plano da base da pirdmide considerando o vetor, VM , perpendicular

a base, isto €, normal ao plano da base, em que o ponto M é o centro da base e ponto médio de

[ca].

Entdo,
240 1-1 0+2 pr (219 (1
M[ R j=(1,0,1) e VM=M-V=(1,0,1)-(3-12)=(-21-1).

O plano que contém a base da pirdmide € da familia 2x+y—z+d =0.

Considerando que o ponto A pertence ao plano, podemos determinar d substituindo as coordenadas
do ponto A na equagdo 2x+y—z+d=0.
Deste modo, -4+1+d=0<d=3.

Assim, a equagdo do plano que contém a base da pirdmide ¢ —2x+y—z+3=0.
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2.1,

Como se trata de uma distribui¢do normal temos P( H—-20<X<u+2o ) =0,9545 .

: 1 o s
Neste caso particular, u=5 e o= 5 Sabendo que a distribuicdo normal € simétrica, vem:

P(X>6)= % ~0,023 (3 c.d.).

A resposta correta € a opgdo (C).

2.2. [PMC2015
) 3n ) n\? ) n\? , 1
Uma vez que, 1im[ " j =lim [[1——) J = [lim(l——} ] :(e_z) =—¢ , entdo:
n n n e

A resposta correta € a opgdo (C).

3.1.
Seja A o acontecimento: “ser uma bola amarela” e B o acontecimento: “ser uma bola com o

logotipo desenhado”.
— =\ 15 ~
Como sabemos que P( AUB ) = 16 entdo,

P(ZuE):E@P(AmB):E@P(AmB):l—E@P(AmB)zi.
16 16 16 16

Considerando n o numero de bolas existentes na caixa € como existem nessa caixa trés bolas

amarelas com o logotipo desenhado, a probabilidade de uma bola dessa caixa ser amarela e ter o

logotipo desenhado é dado pela expresséo: P( ANB ) = 3 .
n

Assim, g:Lc>n=48.
n 16

Logo, a caixa contém 48 bolas.
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3.2.
Usando a Regra de Laplace, para determinar a probabilidade pedida, temos de calcular o nimero
de casos possiveis e o nimero de casos favordveis.

Quando as dez bolas amarelas se dispdem lado a lado o nimero total de maneiras das trés bolas
. . . 10 .
com o logotipo desenhado se colocarem nessa linha reta € igual a C3 , nimero de casos

possiveis.
O ntimero de casos favordveis, ou seja o nimero total de maneiras de as trés bolas com o logotipo
desenhado ficarem juntas € 8.

Assim, a probabilidade de as trés bolas com o logotipo desenhado ficarem juntas é dado por:

b= 8 _i_l
0 120 15°
C3 120 15

A resposta correta € a opgdo (B).

4.
. . 5 , .
Com o niimero a comegar em 6 e a terminar em 7 temos C2 =10 ndmeros diferentes.
. . 5 . .
Com o niimero a comegar em 7 € a terminar em 5 temos C4 X 1=15 ndmeros diferentes.
. . 5 . .
Com o niimero a comegar em 6 e a terminar em 5 temos C3 X 2 =20 nimeros diferentes.
Assim, no total temos, 35 nimeros nas condicdes pedidas.
5.

Sabe-se que, d (didmetro da lente) excede em 9mm a distancia x, em que x = C1 C2 , entdo
d(x)=x+9.

Como r =7mm e r =8mm ,conclui-se que:
1 2

\/((7+8)2—x2)(x2—(8—7)2)

X X

\/(225—x2)(x2 -1)

X

d(x)=

=x+9.

A equacdo que permite resolver o problema é

Recorrendo as capacidades da calculadora grifica representamos, de acordo com a janela

\/(225—x2)(x2 -1)

X

}1, x/E [ ,acurva correspondente a y; = e areta de equagdo y, =x+9.
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Y

0 1 1,4 V15 T

Usando a funcdo da calculadora gréifica para determinar valores aproximados das coordenadas do
ponto de interseccdo dos dois graficos, obtemos um valor aproximado da abcissa do ponto de

intersecdo: 1.4 (1 c.d.).

Como z=—-1+2i logo z=-1-2i.
Sendo assim, o afixo de z encontra-se no 3.° quadrante.

_ 5 3
Como tg R =1etg(9)=—2:2 e 2>1,entﬁo—n<9<—ﬂ.
4 -1 4 2

A resposta correta € a opgdo (D).

Sejam a e b os dois termos consecutivos da referida progressdao geométrica de razdo r,com r>1 e
a<b,taisque a+b=12 eque b—a=3.
Portanto, tendo entdo em conta que a ¢ b s@o dois termos consecutivos de uma progressiao

geométrica de razdo r e a<b , tem-se que b=ar, pelo que:

9
a+b=12 a+ar=12 a+a+3=12 2a=9 =5
o SN SN SN o
b—a=3 "\ ar—a=3 ar=a+3 ar=a+3 9
—r=—+3
9 9
9 a=— ==
a=2 2 ‘73
& 2 & &
15 5
9 =9+6 r=— =2
r 9 r 3

5
Portanto, r = 5
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Sabendo que a+b:2(a—b), a> b, temos que:
2 2

ln(az—bQ)—2ln(a+b)=1n a——l)2 zln(a_bxa+b):ln(a—_[)j:1n _a-b_ =
(a+b) a+b a+b a+b 2(a—b)

= h{%j ~-0,7(lc.d)

A resposta correta € a opgdo (C).

CADERNO 2

9.1.

Uma equacdo que define:
oplano o é: x+ y+z=1
oplano B é: 2x+2y+2z=1
oplano y é: x+y=0
Um exemplo de um vetor normal aos planos o, 8 e ¥ é, respetivamente:
a=(1,1,1); b=(2,2,2)e &=(1,1,0)
Como os vetores @ e b sdo colineares, os planos o e B sdo paralelos e, pelo facto de as
equacdes x+ y+z=1 e 2x+ 2y +2z=1 nlo serem equivalentes, concluimos que os planos sdo

estritamente paralelos.
Uma vez que dois dos planos sdo estritamente paralelos a interse¢do dos planos o, B e y éo

conjunto vazio.

A resposta correta € a opgdo (A).

9.2

Sabemos que a distincia focal, 2c, e o eixo menor da elipse, 2b, sdo iguais ao didmetro do
circulo.
Como a drea do circulo € igual a 977 , concluimos que o raio da circulo é 3.

Assim, 2b=2c=6, logo b=c=3.

Além disso, sabemos que a2 = b2 + 02 & a2 =9+9¢& az =18, onde a é a medida do semieixo
2 2
maior, pelo que a equacdo reduzida que define a elipse é: 8 + y? =1.

A resposta correta € a opcdo (A).
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10.

Seja
oA tit 42z 3444t +2(3-4i) 3+4i-1+6-8i_ 8—4i _
z -z, 3+4i —(4+6i) ~1-2i —1-2i
_ (8-4)(-1+20) _ —8+4i+16i+8 _20i _ -
(-1 = 2i)(-1 +2i) 1+4 5
Entéo, |w| =4/ 02 + 42 =4,
Assim, Z| =4 representa no plano complexo a circunferéncia de centro na origem de raio 4.

Como Im(z) 20 A Re(z) 20, a linha definida pela condicéo |Z‘ =4AIm(z)20ARe(z)20 €0

arco dessa circunferéncia que pertence ao primeiro quadrante, incluindo os pontos sobre os eixos
coordenados, ou seja um quarto da circunferéncia.

O comprimento da circunferéncia é dado por: P=2Xnw X4 =8m.
. . .., 8
Logo, o comprimento da linha pedido ¢ 7 =2r.

11.
Resolvendo a equagdo:

1
2cos(x)+1=0 < 2cos(x) =—1 & cos(x) = e
T T
<:>x=7t—§+2kﬂ,kEZ\/ x:7r+§+2k7r,keZ<:>
<:>x:2?ﬂ+2k7r,keZv x:%r+2k7r,keZ
Como x € [ -r,0 ] , vamos descobrir as solu¢des da equacdo atribuindo valores inteiros a k .

2 4
Se k=0 ,entdo x = ?ﬂ VX = 7” . Nenhum destes valores pertence a [—n’, 0 ] .

4 2 2
Se k=-1,entdo xz—% vx:—?n.Apenas —% pertence a [—7‘17,0].
1
Se k =—2,entdo xz—% vx:—g?ﬂ.Nenhum destes valores pertence a [—7‘17,0].

2
Logo, a tnica solugdo da equagdo é — 772: .

A resposta correta € a opcao (B).
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12.

12.1.[P2001/2002

Construindo uma tabela de dupla entrada com todas as somas possiveis, temos:

Logo, X ={-2,0,2} em que P(X:—2):%, P(X:O)=—=— e P(X=2)=—.

Portanto, k=0.

A resposta correta € a opgdo (A).

12.2. PMC2015

~ : o L 2
A pulsacdo, @, deste oscilador harménico € 7. Como o periodo é dado por —, vem que o
w

. . (.27
periodo deste oscilador harménico é — =2.
V4

A resposta correta € a opgdo (A).
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13.

Proposta da APM de resolugdo da prova de Matematica A (635) do ensino secundario, 25 de junho de 2019

13.1.

Tem-se que, para x>0, f(x) -

x—Inx

Seja ¢ a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1. Assim, o declive da reta ¢ é dado

por f '(1) e as coordenadas do ponto de tangéncia séo ( Lf ( 1 )) .

Entdo:
. f(l): 1 11 (1) - o =1, pelo que as coordenadas do ponto de tangéncia sdo (1, 1);
—In -
1
R G U] IR A e

(x —Inx )2 (x —Inx )2 (x —Inx )2 (x —Inx )2

. o, I-In(1)  1-0 1 i
Logo, o declive da reta ¢ é f (1): = =— =1 e, portanto, a equagdo

()] (-0

reduzida da reta ¢ é da forma y=x+5b. Como o ponto de coordenadas (1, 1) pertence a ¢,

substituindo na equagdo anterior, vem: 1=1+b < b=0

A equacgdo reduzidadareta r é y=x.

13.2.

Para averiguar se a fungdo f ¢é continua em x=0, temos que verificar se

f(o)= x1£r(1)+f(x)= lim f(x).

x— 0"
« f(0)=0;
. . x 0 B 0 _ 0
° xgr%+f(x)_xgr%+x_lnx_0_1n(0+)_0_(_°o)—+00—0.

I=cosx = % (indeterminag@o)

, lim f(x)= lim

x—0" x— 0" X
) . 1-cosx ) l—cosx 1+cosx . 1—cos*x
lim f (x) = lim = lim X = lm | —/———= |=
x—0" x—>0" X x—0" X 1+ cosx x—0" x(1+cosx)

. sen’ x ) senx . senx
= lim | ——— |= lim X lim =
x—0" x(1+cosx) x>0\ x x— 0"\ 1+cosx
%f—/

limite notavel

sen(O) i 0

=1X1+cos(0)_ 1+1:

Como f(O)z xlin(l)"'f(x): xlin(l)_f(x)zo,entﬁo afuncdo f € continuaem x=0.
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14.
14.1.
Comecemos por determinar a expressio analitica da derivada de g e os seus zeros:

’
(e—x) Xx—e XX N xx—e " e_x(_x_l)

' g'(x): 2 = 2 = 2

. g’(x)=0<:>e_x(—x—1)=0 AXP#E) e ¥ =0 v —x-1=0x=-1

Condigio Condi¢do
Universal Impossivel
emR\0}

O sinal de g’ depende apenas do sinal de y=—x—1, pois ¢ * >0 e X250 para todo o

xeR\ {O} . Fazendo um quadro de sinal de g’ e relacionando com a monotonia de g, vem:

X —o0 -1 0

+ oo

g'(x) + 0 - nd. _

g(x) ya max. Ny n.d. Ny

Logo, a fungdo g ¢é decrescente em [—1,0[ e em ]O,+oo[, ¢ crescente em ]—oo,—l] e tem um

1
L. . . e
méximo relativoem x=-1, que ¢ g(-1)=—=—e.

-1

14.2.

hx
O declive da assintota ao grafico da fungdo / ¢é dado por lim Q

X—>+oo X
Tem-se que:
1 1 e
h g(x)+2x—— £
lim M: lim —\/;: lim @+ fim 25— lim Y% = lim 12— lim
x—oteo X X—+oo X x—o+eo ) X+ X Xt X Xt )
= lim +2— lim I _ ! +2 ! =0+2-0=2
x_waz xXe x_HwX\/; +oo)2 X (+c>o) F 00X 4+ 00

A resposta correta € a opgao (B).
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15.
1.° processo:

Tomemos dois pontos equidistantes da origem, por exemplo, o ponto D( 3, 4) pertencente a reta

de equagdo y = 3 x ,eoponto C ( 50 ) pertencente ao eixo das abcissas.
Considerando um ponto genérico P( X,y ) , pertencente a reta r, bissetriz do angulo AOB , tem-se
que:

- 2 2 2

CP=DPC><x—5) +y2=(x—3) +(y—4) =
ex?-10x+25+12 =x2 —6x+9+)* -8y +16 &
&8y =10x-25-6x+9+16 <

1
Sy=—x
Y73

2.° processo:

. = . 4 4 .
Seja a = AOB. Como o declive da reta OB ¢ 3 tem-se que tg(oc) = 3 e o declive da reta r é

dado por tg(%) .

Assim,

sen(2><aj
2

tg(a)=%@tg(2x%)=%@7a=%@2x o
cos(2x2) 0082() —senz(aj 3

(dividindo ambos os termos da fragdo do primeiro membro por cos? (%))

2tg()
72——i<:>6><tg(—)=4—4><tg2(—)<:>
| 2(0() 3 2 2
-8 5

—-6+.,/36-4x4x(—4
<:>4tg2(%)+6tg(%)—4=0<:>tg(%)= J (4)

8

Como a reta r tem declive positivo e passa pela origem do referencial, a equagado reduzida da reta r

=4

¢ dada por: y:%x.

FIM
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